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iVoorwoord:
Het onderzoek dat tot dit proefschrift heeft geleid, is geënt op wiskundecursussen die de vakgroep wis­
kunde van de KUN heeft verzorgd voor leerlingen van 5 VWO. In dat kader is een groot aantal mensen 
bij dit onderzoek betrokken geweest. Ook hebben enkelen rechtstreeks een bijdrage geleverd aan het 
tot stand komen van mijn proefschrift. Ik wil graag de volgende personen en instanties noemen:
- de faculteit der wiskunde en informatica van de KUN heeft het initiatief genomen tot de 
cursussen en de materiële voorwaarden gecreëerd om het onderwijs mogelijk te maken;
- UNILO, het Universitair Instituut voor de Lerarenopleiding, bood de mogelijkheid om aan 
deze cursussen onderzoek te verbinden;
- het Elzendaalcollege te Boxmeer heeft van harte meegewerkt aan een constructie om mijn 
inzet bij dit onderzoek mogelijk te maken;
- Ruud Jeurissen, Ernic Kamerich en Frans Keune hebben, als medewerkers van de vakgroep, 
hun deskundigheid ingebracht bij het ontwikkelen van de curricula en mede het onderwijs ten 
behoeve van de cursussen verzorgd;
- Ernic Kamerich en Stijn Wolters hebben de ondersteunende programma's IFS-laboratorium en 
Funiter ontwikkeld;
- Danny Beckers en Ineke van Os hebben protocollen geschreven van de lessen uit de cursus in 
het schooljaar '95-'96;
- Saskia Oortwijn en Bert Groothuis hebben de bij het onderzoek behorende toetsen nagekeken 
en beoordeeld;
- wiskundeleraren uit scholen in de regio Nijmegen hebben leerlingen geworven voor de contro­
legroep en deelname aan de cursussen gestimuleerd;
- Gérard Daniëls heeft de samenvatting van het proefschrift in het Engels vertaald;
- de leerlingen van de controlegroep hebben met volle inzet aan de voor- en natoets gewerkt;
- de leerlingen die aan de cursussen hebben deelgenomen, hebben aangetoond dat de hele 
onderneming de moeite waard is geweest.
De bijdrage van elk van deze instanties en personen is voor mijn onderzoek wezenlijk en onmisbaar 
geweest.
Veel dank ben ik verschuldigd aan mijn beide promotores, Arnoud van Rooij en Theo Bergen. Arnoud 
was voor mij de norm, het geweten en de steunpilaar wanneer het ging om wiskunde en didactiek.
Theo begeleidde mij op het moeilijke pad van de sociale wetenschappen. Samen vormden zij een team 
dat er voor waakte dat de verschillende aspecten van dit didactisch onderzoek een geheel vormden.
ii
Voor Riny, mijn lieve vrouw en vriendin, en voor mijn kinderen. 
Zij hebben mij op de hele tocht gevolgd en gesteund 
zonder ooit aan de goede afloop te twijfelen.
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Hoofdstuk 1: Een samenspel van factoren
1.1 Inleiding
Ontwikkelingen in de vakgroep wiskunde van de Katholieke Universiteit van Nijmegen en, onaf­
hankelijk daarvan, bij het UNILO, de universitaire lerarenopleiding van deze universiteit, waren de 
belangrijkste factoren waardoor mijn onderzoek mogelijk werd. In dezelfde periode werd in het 
voortgezet onderwijs de aanzet gegeven voor belangrijke vernieuwingen: na de invoering van de 'basis­
vorming' in de onderbouw begon men zich voor te bereiden op de invoering van de 'tweede fase'. Deze 
vernieuwingen boden een perspectief voor de vraagstelling in mijn onderzoek.
In dit hoofdstuk schets ik kort de vernieuwingen in het voortgezet onderwijs en de ontwikkelingen bij 
de vakgroep wiskunde en UNILO die voor mijn onderzoek van belang zijn geweest. Vervolgens 
beschrijf ik hoe ik met mijn onderzoek daarop heb ingespeeld.
1.2 Vernieuwingen in het voortgezet onderwijs
Met ingang van augustus '98 of augustus '99 zal in de bovenbouw van het voortgezet onderwijs de 
tweede fase worden ingevoerd. Daarbij zal zowel op het HAVO als op het VWO de vrije pakketkeuze 
worden vervangen door een keuze uit vier profielen: 'Cultuur en Maatschappij', 'Economie en Maat­
schappij', 'Natuur en Gezondheid' en 'Natuur en Techniek'. Naast deze profielen zal nog wel ruimte zal 
zijn voor individuele accenten, met name bij het invullen van de 'vrije ruimte'. De verantwoorde­
lijkheid voor het leren komt in belangrijke mate bij de leerlingen zelf te liggen; zij zullen moeten leren 
zelfstandig te studeren, om zich op die manier beter voor te bereiden op de studie in het vervolgonder­
wijs. De school zal zich ontwikkelen tot een 'studiehuis'. Er zullen minder traditionele lessen worden 
gegeven. Er zal meer geprofiteerd kunnen worden van de mogelijkheden van de informatietechnologie. 
Met de start van de tweede fase zal ook de wiskunde voor het profiel Natuur en Techniek in het VWO 
inhoudelijk worden vernieuwd. Met name deze vernieuwing is voor mijn onderzoek van belang. Er 
bestond al langer onvrede over de inhoud van het vak 'wiskunde B'. Universitaire docenten wiskunde 
stelden vast dat eerstejaars studenten niet meer kunnen bewijzen, zelfs niet eens meer weten wat dat is. 
Ook bij docenten in het voortgezet onderwijs groeide steeds sterker de wens om op het VWO meer 
aandacht te besteden aan redeneren en bewijzen. In februari 1993 werd de 'Studiecommissie wiskunde 
B vwo' ingesteld. Deze kreeg tot taak de problemen te inventariseren en voorstellen te doen voor een 
oplossing ervan. In haar rapport, uitgebracht in oktober 1994, bevestigt de commissie deze roep om 
meer exactheid, en zij pleit dan ook voor meer aandacht voor dit aspect (Lange, J. de e.a. 1994). Als lid 
van de studiecommissie schrijft van Rooij (1995) in Euclides:
2 Onderzoekend Wiskunde Leren
"De leerling zal zich een andere mentaliteit eigen moeten maken. Idealiter dient hij zich voortdurend bewust 
te zijn van de betekenis van zijn uitspraken. Daartoe zal hij zich moeten aanwennen helder te redeneren en 
te formuleren. Het gaat hierbij niet om axiomatiek. De zin van axioma's zie je pas nádat je ervaring met 
wiskunde hebt opgedaan. Behoefte aan precieze redeneringen ontstaat op natuurlijke wijze als je begint met 
eenvoudige probleempjes over situaties die je kunt overzien, en daarna de complicatie opvoert."
De roep om meer redeneren en bewijzen heeft effect gehad. In het wiskunde-onderwijs van het profiel 
natuur & techniek van het VWO, met name bij het onderdeel vlakke meetkunde, wordt leren bewijzen 
expliciet als doelstelling geformuleerd.
1.3 Het ontstaan van ’Hogere Wiskunde, een KUN-cursus voor 5 VWO’
Sinds jaar en dag bestaan er banden tussen het voortgezet onderwijs en de universiteiten. De laatste 
zijn medeverantwoordelijk voor de inhoud en het niveau van de curricula van het VWO, zij verzorgen 
de opleiding tot eerstegraads leraar, geven nascholing en doen onderzoek naar onderwijs. De vakgroep 
wiskunde van de Katholieke Universiteit Nijmegen heeft die verantwoordelijkheid altijd serieus 
genomen. Van oudsher is deze vakgroep betrokken bij de opleiding van eerstegraads docenten en 
worden er nascholingscursussen voor docenten aangeboden. Veel medewerkers zijn bereid aan deze 
nascholingscursussen mee te werken. Een groot aantal vakgroepleden is individueel betrokken bij en 
geïnteresseerd in het wiskundeonderwijs op school, bijvoorbeeld omdat ze er zelf werken of gewerkt 
hebben, omdat hun partner wiskundedocent is of vanwege hun kinderen. De vakgroep wiskunde 
organiseert ook activiteiten voor leerlingen van het VWO. Daaronder valt uiteraard de voorlichting aan 
mogelijke aanstaande eerstejaars studenten. In het kader van voorlichting worden er jaarlijks door de 
universiteit 'herfstcursussen'georganiseerd, een mengeling van vakcursussen overdag en sport en 
ontspanning 's avonds ('s nachts). Deze vinden plaats op twee (vroeger drie) opeenvolgende dagen, 
tijdens de herfstvakantie. De vakgroep wiskunde is daarbij elk jaar met een tweedaagse cursus verte­
genwoordigd. De belangrijkste activiteit voor scholieren is echter de jaarlijke wiskunde-estafette, op de 
vierde vrijdag in september. Dit evenement bestaat uit een individuele ronde en een teamwedstrijd; in 
beide onderdelen draait het om het oplossen van wiskundeolympiadeachtige puzzeltjes. De organisatie 
van de wiskunde-estafette berust elk jaar bij een vaste groep medewerkers van de vakgroep, die bij de 
uitvoering wordt gesteund door een groot aantal studenten en al de overige medewerkers die zich vrij 
kunnen maken. Deze wedstrijd, waaraan honderden leerlingen deelnemen, is op scholen in de regio 
Nijmegen en ver daarbuiten een begrip geworden.
In 1992 werd er een nieuw initiatief genomen. De aanleiding hiervoor bestond enerzijds uit verbazing 
van sommige docenten van de vakgroep over het - in hun ogen - beperkte zicht op wiskunde van 
nieuwe jaargangen eerstejaars studenten wiskunde, anderzijds uit zorg over het geringe aantal van die 
eerstejaars, waardoor de vitaliteit en misschien zelfs het voortbestaan van de vakgroep op het spel 
kwam te staan. Beide zaken werden met elkaar in verband gebracht: de wijze waarop wiskunde in het 
huidige schoolvak wiskunde B wordt aangeboden zou een mogelijke verklaring zijn voor de vermin­
derde interesse bij scholieren voor een wiskundestudie.
In mijn dubbelrol als vakdidacticus en leraar had ik enerzijds begrip voor de impliciete kritiek van de 
universitaire wiskundigen op het werk van de schooldocenten, anderzijds voelde ik me ook aange-
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sproken en in de verdediging gedrongen. Ik weet immers uit mijn persoonlijke ervaring als wiskunde­
docent dat wiskunde B op het VWO voor de meeste leerlingen stevige kost is, waar pittige sommen 
worden voorgeschoteld waarin redeneringen en probleemoplosvaardigheden gevraagd worden. Ik 
probeer de leerlingen te leren hun eigen verstand te gebruiken, mijn uitleg kritisch te volgen en zo min 
mogelijk theorie puur op basis van gezag aan te nemen. Ik had (en heb) de indruk dat de leerlingen in 
mijn wiskundelessen over het algemeen hun tijd goed besteden. Maar ik moet wel toegeven dat 
bewijzen als zodanig op de achtergrond is geraakt.
Het idee ontstond om een cursus te ontwikkelen voor leerlingen van 5 VWO met interesse en aanleg 
voor wiskunde en informatica, een cursus die hun een goed beeld zou geven van hetgeen een wiskun­
destudie hun zou bieden en van hen zou vragen. De cursus zou in omvang en studielast te vergelijken 
zijn met een 'achtste vak in het pakket' (gedurende één jaar). De cursus zou misschien kunnen evolue­
ren tot een 'master class' in de 'tweede fase van het voortgezet onderwij s' en daarmee op den duur een 
plaats vinden in de 'vrije ruimte'.
Een projectgroep, bestaande uit R. Jeurissen, E. Kamerich, F. Keune en L. van Schalkwijk, kreeg de 
taak zo'n cursus voor leerlingen uit 5 VWO te ontwikkelen en te gaan verzorgen. Als onderwerp voor 
de cursus werd gekozen: fractals en dynamische processen. Deze keuze werd mede ingegeven door het 
verschijnen van een prachtig boek (in twee delen), getiteld 'Fractals for the classroom' van Peitgen, 
Jürgens en Saupe (1992). Dit thema leek geschikt: hedendaagse wiskunde die nog volop in ontwikke­
ling is, toegankelijk met elementaire wiskundekennis, een natuurlijke rol voor de computer en mooie, 
raadselachtige plaatjes. Bovendien: nieuw, geen platgetreden paden en dus interessant voor zowel 
leerling als docent. De projectgroep ging zorgvuldig te werk. Om greep op de leerstof te krijgen en ook 
om contact te leggen met scholen in de regio werden de leerstof en de opzet van de cursus eerst 
verkend in samenwerking met een groepje docenten van nabijgelegen scholen. Vervolgens werd lesma­
teriaal voor de leerlingen ontwikkeld. De eerste cursus voor leerlingen ging van start in het schooljaar 
1994-1995. In de daaropvolgende leerjaren 1995-1996 en 1996-1997 is het lesmateriaal aangepast, 
omgegooid, aangevuld en verbeterd. Het materiaal bestaat uit leskaternen (ontwikkeld door het docen­
tenteam) en twee daarbij aansluitende computerprogramma's (ontwikkeld en gemaakt door E. Kame- 
rich en S. Wolters.)
Vanaf het begin heeft de cursus meerdere doelstellingen gehad:
a. de leerlingen inwijden in de wiskunde achter die mooie plaatjes, die zij als 'fractals' hebben leren 
kennen;
b. de leerlingen leren bewijzen;
c. de leerlingen een indruk geven van datgene wat er bij een wiskundestudie, en in bredere zin ook 
bij een exacte studie, van studenten wordt gevraagd.
Voor de leerlingen zijn de doelstellingen a. en c. waarschijnlijk de belangrijkste, voor de cursusdocen- 
ten is doelstelling b. de hoofdzaak. Wij hebben doelstelling b. op twee manieren nagestreefd:
- door de wiskunde correct aan te bieden: onderscheid maken tussen intuïtieve begrippen en gedefi­
nieerde wiskundige begrippen, tussen vermoedens en stellingen, en vooral tussen een bewijs en 
een betoog dat een vermoeden slechts aannemelijk maakt.
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- door de leerlingen zelf onderzoekjes te laten doen, met het doel hen de waarde en de zin van bewij­
zen te laten beleven.
In hoofdstuk 4 zal ik nader ingaan op het lesmateriaal dat voor de cursussen in de verschillende 
schooljaren is ontwikkeld.
1.4 Het onderzoeksprogramma van UNILO
Sinds 1994 bestaat aan het UNILO, het Universitair Instituut voor de Lerarenopleiding aan de KUN, 
het onderzoeksprogramma 'Het functioneren van docenten op klas- en schoolniveau'. De centrale 
thematiek van dit onderzoeksprogramma heeft betrekking op de professionele beroepsuitoefening van 
docenten in het Voortgezet Onderwijs. Het programma is gericht op het vakspecifiek en vakoverstij­
gend functioneren van docenten. Dit vraagstuk van de professionele ontwikkeling van docenten wordt 
vanuit twee perspectieven onderzocht: vanuit een vakdidactisch (vakinhoudelijk) en vanuit een 
onderwijskundig perspectief.
Het UNILO-onderzoeksprogramma bestaat uit drie samenhangende onderzoekslijnen:
1. het vakspecifiek functioneren van docenten in de klas;
2. het bevorderen door docenten van het actief en zelfstandig leren van de leerlingen;
3. het functioneren van docenten op schoolniveau.
Om de homogeniteit van het onderzoeksprogramma te versterken, worden de onderzoeksprojecten in 
ieder geval gesitueerd in het Voortgezet Onderwijs en waar mogelijk in de tweede fase van het Voort­
gezet Onderwijs. Het onderzoeksprogramma kenmerkt zich verder door:
- praktijknabije, kleinschalige, veldexperimentele interventiestudies op de werkplek;
- vakontwikkeling in de tweede fase VO;
- het ontwerpen, implementeren en evalueren van krachtige leeromgevingen;
- de integrale benadering van primaire processen en de schoolorganisatiecontext;
- het benutten van onderzoeksresultaten voor de nascholing in met name netwerken van scholen.
Het UNILO-onderzoeksprogramma staat onder leiding van prof. dr. T.C.M. Bergen.
In hoofdstuk 2 zal ik aangeven hoe mijn onderzoek in dit kader past. Daarbij zal ik de trefwoorden die 
daarbij van belang zijn - zoals 'veldexperimenteel', 'interventiestudie' en 'krachtige leeromgeving' - 
nader toelichten.
1.5 Schets van de onderzoeksproblematiek
De cursussen 'Hogere Wiskunde' boden een uitstekende gelegenheid voor didactisch onderzoek:
- ontwikkelen van materiaal voor een groep wiskundig getalenteerde leerlingen van 5 VWO die les­
sen volgt op de universiteit, met als doel onder andere hen leren bewijzen,
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- vervolgens de resultaten van dat onderwijs analyseren en
- op grond van deze analyses het onderwijs aanpassen.
In 'Onderzoekend Wiskunde Leren' heeft de onderzoeksvraag uitsluitend betrekking op de tweede van 
de drie geformuleerde doelstellingen: de leerlingen leren bewijzen. Het doel van het onderzoek is 
binnen de cursus 'Hogere Wiskunde' leerlingactiviteiten te ontwerpen, te implementeren en te evalue­
ren die erop zijn gericht de leerlingen te leren bewijzen.
De volgende aspecten zijn daarbij aan de orde gekomen:
- afbakenen van het begrip 'bewijzen';
- studie naar ervaringen met onderwijs in leren bewijzen;
- kiezen, uitvoeren en verder ontwikkelen van een aanpak om de leerlingen te leren bewijzen;
- evalueren van de resultaten van die aanpak.
In de hoofdstukken 3 t/m 10 zal ik deze aspecten verder uitwerken.
De leerlingen die aan de cursus meedoen, hebben naar verwachting de volgende eigenschappen:
- ze kunnen de studiebelasting van 5 VWO goed aan; ze houden zelfs tijd over om naast hun 
schoolwerk nog een flinke extra inspanning te leveren;
- ze hebben interesse in exacte vakken, wiskunde in het bijzonder, en ze hebben er ook aanleg voor;
- ze zijn zodanig gemotiveerd dat ze bereid zijn naar de universiteit te komen, voor een belangrijk 
deel in hun vrije tijd, om zich daar te verdiepen in wiskunde die moeilijker is dan de schoolwis­
kunde; enerzijds komt die motivatie voort uit nieuwsgierigheid naar de gang van zaken op een 
universiteit en uit de wens om zich goed te oriënteren in verband met de keuze van een vervolg­
opleiding, anderzijds vloeit die motivatie voort uit echte interesse in de wiskunde achter fractals.
Mijn onderzoek speelt zich af tijdens de schooljaren '94-'95, '95-'96, '96-'97, de eerste jaren waarin de 
cursus werd gegeven. Het is gesitueerd in de eerste van de drie onderzoekslijnen van het onderzoeks­
programma van UNILO, vanwege zijn vakspecifiek karakter. In eerste instantie gaat het om het 
ontwikkelen van didactische strategieën die het leren bewijzen door leerlingen mogelijk bevorderen. 
Een goed inzicht in het functioneren van deze strategieën biedt, in tweede instantie, docenten houvast 
voor hun handelen in de klas.
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1.6 Samenvatting
Het ontwikkelen en uitvoeren van een cursus voor leerlingen van 5 VWO door leden van de vakgroep 
wiskunde van de KUN bood een ideale gelegenheid voor het uitvoeren van didactisch onderzoek, 
gericht op leren bewijzen. Dit thema staat sterk in de belangstelling in verband met de vernieuwde 
aandacht voor bewijzen in het wiskundeonderwijs in de tweede fase van het VWO, met name in het 
onderdeel meetkunde van het profiel natuur en techniek. Het didactisch onderzoek werd opgenomen in 
de eerste lijn van het onderzoeksprogramma van UNILO. Op deze manier kreeg mijn onderzoek 
binding met de vakgroep wiskunde, het UNILO en het voortgezet onderwijs. Het doel van het on­
derzoek is binnen de cursus 'Hogere Wiskunde' een krachtige leeromgeving te ontwerpen, te imple­
menteren en te evalueren die erop is afgestemd de leerlingen te leren bewijzen.
Hoofdstuk 2: Aard van het onderzoek
2.1 Inleiding
In dit hoofdstuk beschrijf ik de aard en de opzet van mijn onderzoek. Daarbij maak ik gebruik van de 
niveautheorie van Van Hiele en de onderzoekstypen van Wellenreuther. Van beide geef ik eerst een 
samenvatting. Tevens ga ik na welke kenmerken van het UNILO-onderzoek op mijn onderzoek van 
toepassing zijn.
2.2 De niveautheorie van Van Hiele
Van Hiele heeft zijn theorie in verschillende versies gepresenteerd. Ik baseer mij op de versie die hij 
geformuleerd heeft in zijn boek 'Begrip en inzicht' (Hiele, dr. P.M. van, 1973). Deze versie heeft hij 
onlangs bekrachtigd en toegelicht (Hiele, dr. P. M. van, 1997). In hoofdstuk 14 van 'Begrip en inzicht', 
getiteld 'De niveaustruktuur van de argumentatie', onderscheidt Van Hiele drie niveaus van argu­
mentatie: het nulde, het eerste en het tweede niveau. Hij stelt vast dat eenzelfde uitspraak heel verschil­
lende betekenissen kan hebben, afhankelijk van het niveau waarop degene die de uitspraak doet, zich 
bevindt. Het voorbeeld dat Van Hiele geeft, is de uitspraak: 'Deze figuur is een ruit'. Iemand die zich 
op het nulde niveau bevindt, bedoelt met die uitspraak dat de figuur de gedaante heeft van een ruit. Het 
nulde niveau, Van Hiele noemt het ook wel het 'grondniveau', is het niveau van de aanschouwing, van 
de zintuiglijke waarneming. Op het eerste niveau heeft deze uitspraak een heel andere betekenis. Nu 
geeft de spreker aan dat de bedoelde figuur een bundeling van eigenschappen is, die hij onder de naam 
'ruit' heeft leren samenvatten. Van Hiele zegt (blz. 92):
"In het eerste geval berustte het oordeel op een aanschouwing, in het tweede geval vloeide het voort uit 
een relatienet, dat de spreker ter beschikking stond. In zulk een relatienet vormen de woorden 'ruit', 
'zijde', 'hoek', 'vierkant', enz. knooppunten, elk van deze woordsymbolen vertegenwoordigt een bundel 
van eigenschappen. Zij zijn met elkaar door verschillende relaties verbonden. De eerste spreker 
oordeelde op grond van een aanschouwing, de tweede spreker op grond van een relatienet, waarover hij 
beschikte."
Zonder relatienet is redeneren onmogelijk. Van Hiele:
"Wij zeggen nu, dat wie nog niet over een relatienet voor een zeker onderwerp beschikt, zich in het 
grondniveau van het denken over dat onderwerp bevindt. Wie dat relatienet wel bezit, bevindt zich in 
het eerste denkniveau."
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De ontwikkeling van een relatienet dient gepaard te gaan met de ontwikkeling van vaktaal die de 
gedachtewisseling met anderen mogelijk maakt.
Pas wanneer de eigenschappen van ruiten voldoende zijn verkend, is de tijd rijp voor een logische 
ordening daarvan. Het relatienet dat hoort bij deze logische ordening van de eigenschappen van een 
ruit, staat los van het relatienet van het eerste niveau. Ik citeer van Hiele nogmaals (blz. 94):
"Het relatienet van het tweede denkniveau kan alleen dan op zinvolle wijze tot stand komen, wanneer 
het relatienet van het eerste niveau voldoende aanwezig was. Wanneer dit eerste relatienet in een zo 
volkomen vorm aanwezig is, dat de struktuur ervan als het ware afgelezen kan worden; wanneer men 
over deze struktuur met anderen kan spreken, dan zijn de bouwstenen aanwezig voor het net van het 
tweede denkniveau.
Dus: het eerste relatienet moet in een zo volmaakte vorm aanwezig zijn, dat er een proces van analyse 
en een proces van objektivering kan plaats vinden. Een analyse die de verschillende kwaliteiten van het 
net doet onderscheiden en herkennen, een objektivering, die woordsymbolen bij deze kwaliteiten levert 
en het daarom mogelijk maakt deze tot objekt van diskussie te doen zijn.
De redeneerwijzen van een logisch systeem behoren tot het tweede denkniveau. Het relatienet, dat 
gebaseerd is op het in woorden vastleggen van waarnemingsfeiten, behoort tot het eerste denkniveau. 
Deze niveaus hebben relatienetten die niet in elkaar overgaan: men redeneert óf in het ene óf in het 
andere net."
Leerlingen vertonen vaak een "verkeerde habitus"; ze zijn afwachtend, stellen zich afhankelijk op ten 
opzichte van de leraar. Ze vragen naar het maniertje om de sommen te maken: 'Leraar, zeg maar wat ik 
moet doen'. In 'Begrip en inzicht', hoofdstuk 4, blz. 25, zegt Van Hiele daarover:
"De onjuiste habitus kan als volgt verklaard worden: men heeft de leerling gedwongen te handelen op 
het eerste of tweede niveau, terwijl het nog niet aan het grondniveau ontwassen is."
In dat geval kan er sprake zijn van een "niveauconflict": de leraar spreekt vanuit het tweede niveau, de 
leerling interpreteert zijn woorden vanuit het eerste niveau.
De theorie van Van Hiele benadrukt de rol van de leerling bij het actief construeren van zijn eigen 
kennis, en ook bij het construeren van netwerken waarin die kennis wordt georganiseerd.
Lagerwerf en Korthagen (1993) proberen de theorie van Van Hiele te integreren met andere leer- 
principes, zoals begrippen uit het constructivisme. Hun artikel gaat over de vraag hoe mensen beelden 
vormen en hoe de achtergrondkennis bij die beelden ontstaat. Een beeld is bij hen een geheel van 
ervaringen, zowel voortkomend uit zintuiglijke waarnemingen als uit de daaraan gepaard gaande 
emoties. De drie niveaus die door van Hiele worden onderscheiden, worden door Lagerwerf & Kortha­
gen aangeduid als het niveau van beeldvorming, het niveau van schematisering en het niveau van 
theorievorming. Ik citeer enkele kernpassages uit hun artikel. Op blz. 152 schrijven zij:
"Beeldvorming is het proces waarin men zich een beeld vormt van een begrip of verschijnsel, door er 
ervaring mee op te doen; zo'n beeld is beperkt tot enkele relevante aspecten, maar het is op veelzijdige
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wijze met de werkelijkheid verbonden doordat het daaruit is voortgekomen."
Beelden worden niet o f nauwelijks verwoord. Taal speelt bij beeldvorming een ondergeschikte rol. Bij 
schematisering daarentegen is taal onmisbaar. Dan groeit de behoefte aan woorden waarmee de 
verschijnselen genuanceerd te beschrijven zijn (blz. 156):
"Schematiseren gebeurt vanuit de behoefte aan meer duidelijkheid. Het is een langdurig proces; het 
oorspronkelijke beeld wordt daarbij steeds verder en steeds schematischer ingevuld. Dat betekent dat 
steeds meer elementen uit het beeld worden onderscheiden en benoemd, alsmede verbanden tussen die 
elementen. Formuleringen worden verkort en gesymboliseerd. Dat eist nogal wat van het abstractiever­
mogen. Het resultaat van het schematiseren is een schema dat in nieuwe probleemsituaties veel meer 
mogelijkheden biedt dan het aanvankelijke globale beeld. Dit schema kan allerlei detailschema's 
omvatten en kan zelf ook weer onderdeel van grotere schema's zijn.
Leerlingen kunnen schematiseren door nieuwe ervaringen op te doen met de gevormde beelden, nu in 
het licht van de vraag naar meer duidelijkheid. Oude ervaringen blijven daarin een belangrijke rol 
spelen; het zijn de punten waarop de leerlingen steunen nu ze verder willen reiken.
Uiteindelijk maken de schema's het de leerlingen mogelijk uit te leggen wat ze doen, zich te verant­
woorden en zichzelf te controleren."
Bij het schematiseren is het van belang dat leerlingen gestimuleerd worden om hun gedachten expliciet 
te formuleren, bijvoorbeeld door, na overleg in kleine groepjes, te proberen deze op te schrijven, of met 
plaatjes en diagrammen aan elkaar duidelijk te maken. Het is wenselijk dat ze daarbij de vaktaal leren 
die voor dat onderwerp gebruikelijk is.
Wanneer men wil begrijpen waarom de verschijnselen zich voordoen, betreedt men het niveau van de 
theorievorming (blz. 159):
"Theorievorming gebeurt vanuit een behoefte aan orde en overzicht in de opgebouwde schema's. Het is 
een logische ordening van de schema's. Leerlingen doen dat door nieuwe ervaringen op te doen met de 
geschematiseerde beelden, nu in het licht van de vraag naar een verklaring.
Op basis van een aantal uitgangspunten worden definities geformuleerd, en stellingen die logisch 
herleidbaar zijn."
Theorievorming gebeurt in woorden. Dat vereist eenduidige begrippen in een formele vaktaal.
Wezenlijk voor de theorie van de denkniveaus is de discontinuïteit bij de overgang van het ene niveau 
naar het volgende. Binnen één denkniveau is geleidelijke groei mogelijk, zelfs noodzakelijk om het 
punt te bereiken waarop de overgang naar het volgende niveau kan plaatsvinden. Die overgang vraagt 
echter een grote omschakeling, een totaal andere denkwijze. Om de stap naar het volgende niveau te 
kunnen zetten is het noodzakelijk dat je stilstaat, terugkijkt op je ervaringen en wilt proberen om daar 
structuur in te krijgen. De Jong en Korthagen (1988) noemen dit reflectie. Reflectie wordt bevorderd 
door te proberen je ervaringen te beschrijven, zowel op schrift als in gesprekken met anderen.
In zijn onlangs verschenen boek 'Structuur' (Hiele, Dr. P.M. van 1997) spreekt Van Hiele zelf van het 
visuele, het beschrijvende en het theoretische niveau. Hij benadrukt dat hij zijn theorie in eerste
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instantie heeft geformuleerd voor onderwijs in meetkunde omdat daar de voorbeelden het makkelijkst 
te geven zijn. Zijn theorie is echter ook van toepassing op onderwijs in vakken als natuur- en scheikun­
de, zoals hij met nieuwe voorbeelden illustreert. In de hiernavolgende paragrafen benut ik de niveaus 
van Van Hiele voor mijn onderzoek binnen de wetenschappelijke discipline van de didactiek van de 
wiskunde.
2.3 De Van Hiele-niveaus toegepast op didactiek van wiskunde
De waarneming rond 1992 door universitaire docenten - dat nieuwe eerstejaars studenten wiskunde 
niet meer kunnen bewijzen, zelfs niet eens meer weten wat dat is - is te beschouwen als een beeld op 
het visuele Van Hiele-niveau binnen didactiek van wiskunde. Wiskundeleraren kennen meer van die 
beelden. Ik noem er een paar, als voorbeeld, zonder ook maar te streven naar volledigheid:
- je kunt, lettend op de verhitte gezichten van de leerlingen en op het gesteun na afloop, vaststellen 
dat het een moeilijk proefwerk was;
- je kunt je ergeren aan vragen van leerlingen, zoals: "Meneer, ik snap er niets van";
- je hoort van je collega economie dat ze niet kunnen rekenen met procenten en breuken;
- als je een som hebt voorgedaan op het bord, hoor je soms een leerling klagen: "Als U het voordoet 
snap ik het wel, maar zelf kom ik er nooit op".
Een ervaren docent heeft bij elk van die beelden een netwerk van begrippen die met zo'n beeld verwant 
zijn. Ik schets wat ik me bij zo'n netwerk voorstel, uitgaande van de vier voorbeelden hierboven:
- Je maakt onderscheid tussen een proefwerk dat werkelijk moeilijk is en een proefwerk dat de 
leerlingen moeilijk vinden; je kunt denkvragen onderscheiden van standaardvragen; je kunt 
beoordelen of het proefwerk redelijk is afgestemd op de beschikbare tijd en of het een goede 
afspiegeling is van de voorafgaande lessen; je kunt vergelijken met proefwerken van een collega, 
of van een vorig jaar.
- Een vraag als "ik snap er niets van" duidt vaak op slechte studievaardigheden. Als leraar kun je 
proberen de leerling te helpen de vraag aan te scherpen; je kunt nagaan of de leerling de theorie 
wel heeft bestudeerd; je kunt helpen bij het opzoeken van opgaven waarin iets dergelijks gebeurde.
- Niet kunnen rekenen heeft misschien te maken met niet goed aanleren van rekenvaardigheden 
(trucjes in plaats van inzicht) o f met systeemscheiding tussen verschillende vakken.
- De klacht van leerlingen dat ze zelf de oplossing van een moeilijke som nooit kunnen vinden, 
hoort thuis in het netwerk van probleem-oplossen. Je kunt bij het bespreken van een opgave, de 
oplossing netjes presenteren, maar je kunt ook demonstreren hoe je zo'n som oplost. Je kunt 
proberen de leerlingen eenvoudige heuristieken te leren: maak een tekening, gebruik een klad­
blaadje, bij een cirkel speelt vaak het middelpunt een belangrijke rol, wat wéét je van dergelijke 
functies, enzovoort.
Al die netwerken behoren tot het beschrijvende niveau. Leraren bedienen zich ervan, met een meng­
eling van ervaring, professionaliteit en artisticiteit. Wanneer de ene benadering niet baat, dan kun je 
misschien iets anders bedenken. Dat houdt het werk boeiend en afwisselend.
Het theoretische niveau, in de zin van Van Hiele, wordt betreden wanneer je precies gaat uitzoeken 
welke benadering in welke situaties het beste resultaat geeft, bijvoorbeeld met een grootschalig
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experiment waarvan je de factoren zoveel mogelijk in de hand kunt houden. In elk van de vier boven­
genoemde gebieden is veel wetenschappelijk onderzoek gedaan. Ik zal me niet aan een poging wagen 
dat onderzoek met een paar zinnen te schetsen.
In mijn onderzoek richt ik mij op leren bewijzen. Daarbij sta ik allereerst voor de taak een rijk netwerk 
te ontwikkelen op het beschrijvende niveau rondom het beeld 'bewijzen'. Ook zet ik een enkele stap op 
het theoretische niveau.
2.4 Vier typen van didactisch onderzoek
Naast de terminologie van Van Hiele biedt een artikel van M. Wellenreuther (1997) een begrippenk­
ader dat het beschrijven van mijn onderzoek vergemakkelijkt. Wellenreuther onderscheidt in zijn 
artikel 'Methodenpluralismus in der Mathematikdidaktik' vier typen empirisch onderzoek in de didac­
tiek van de wiskunde. Deze noem ik hieronder:
1. Diagnostisch / beschrijvend onderzoek naar het niveau van kennis en begrip van leerlingen.
Daarbij komen vragen aan de orde als:
Welk soort leerproblemen doen zich voor? Hoe komen die tot uiting bij de verschillende opgaven die 
men bij een bepaald thema kan stellen en met welke denkstrategieën gaan die gepaard? Worden er 
systematische fouten gemaakt; welk deel van de fouten wordt daardoor verklaard? Wat denken de 
leerlingen bij het oplossen van de opgaven, welke argumenten voeren ze aan voor hun handelen?
Bij dit type onderzoek worden methoden gebruikt als:
De leerlingen observeren bij het maken van opgaven, nadat er een bepaalde instructie is gegeven. 
Daarbij kan men de leerlingen vragen hardop te denken al of niet met een aanvullend interview. Men 
kan gebruik maken van gestandaardiseerde tests.
2. Beschrijvend onderzoek van onderwijsprocessen.
Vragen die daarbij aan de orde komen, zijn:
Hoe verloopt het vraag-en-antwoord spel tussen leraar en leerlingen? Hoe voltrekt zich een leerproces 
in de klas?
Onderzoeksmethoden bij dit type onderwijs zijn:
Gebruik maken van speciaal ontwikkelde observatietechnieken. Opnamen maken en deze uitschrijven. 
Voor het onderwijs de leraar en de leerlingen vragen naar hun verwachtingen en plannen, daarna naar 
hun ervaringen. Aanvullende tests met enkele leerlingen.
3. Experimenteel onderzoek.
Hierbij gaat het om vragen als:
Hoe richt je het onderwijs zo in dat de leerlingen in zo kort mogelijke tijd zoveel mogelijk leren? Wat 
kun je het beste doen als je wilt bereiken dat het geleerde ook beklijft? Hoe is daarbij de verhouding 
tussen mondelinge uitleg en schriftelijk materiaal? Hoe moet je opgaven formuleren en in welke 
volgorde kun je ze het beste aanbieden?
Onderzoeksmethoden:
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Uitvoeren van experimenten met proefgroepen die zodanig zijn samengesteld dat tevoren zoveel 
mogelijk (liefst alle) relevante alternatieve verklaringen voor verschillen tussen de proefgroepen 
uitgesloten worden.
4. Constructief ontwikkelingsonderzoek.
Vragen daarbij zijn:
Hoe functioneert het gebruikte leermateriaal? Worden de leerlingen erdoor gemotiveerd? Hoeveel leren 
ze ervan? Hoeveel hebben ze op langere termijn nog onthouden? Welke groepen leerlingen leren er het 
meest van, welke het minst? Welke problemen ondervinden de leraren bij het gebruik van dit materi­
aal?
Onderzoeksmethoden:
In de eerste ontwikkelingsfase van het materiaal wordt onderzocht of het materiaal werkt. Daartoe 
worden lessen geobserveerd, leerlingen en leraren ondervraagd, tests uitgevoerd. Het gaat erom zicht te 
krijgen op sterke en zwakke punten van het materiaal en uit te zoeken hoe je het op de beste manier 
kunt inzetten. Pas wanneer de meeste zwakke punten van het materiaal zijn verholpen en het lesmateri­
aal op een normale manier functioneert kun je gaan onderzoeken welke extra effecten ermee worden 
gerealiseerd.
Wellenreuther pleit ervoor in de discipline van de didactiek der wiskunde van elk der genoemde typen 
onderzoek gebruik te maken, zó dat ze elkaar aanvullen. Ik citeer (blz. 208):
"Ohne Zweifel leisten alle vier dargestellten Forschungsansätze einen eigenständigen Beitrag zum Er­
kenntnisstand in der Mathematikdidaktik. Kein Forschungsansatz ist durch einen anderen Ansatz gänzlich 
oder auch nur teilweise ersetzbar. Forschungsbemühungen in der Mathematikdidaktik sollten sich deshalb in 
gleichem Umfang auf alle vier Ansätze konzentrieren."
In zijn afsluitende opmerkingen voegt hij hieraan toe (blz. 211):
"(Ich bin) in diesem Beitrag für einen Methodenpluralismus eingetreten, der die Möglichkeiten und Grenzen 
der verschiedenen Forschungsansätze in den Blick nimmt. So ist gute experimentelle Forschung und 
Entwicklungsforschung auf die deskriptive Analyse des Ist-Zustandes an Schulen angewiesen, um deutlich 
zu machen, wo besondere Defizite und Stärken des Unterrichts in bestimmten Klassenstufen und Schulfor- 
men bei der Vermittlung der verschiedenen Inhalte liegen. Und deskriptive Forschung muss durch experi­
mentelle und Entwicklungsforschung ergänzt werden, weil durch diese Methoden der Nachweis der Wir­
kung von Einflüssen noch am ehesten möglich ist."
Experimenteel onderzoek wordt in de wiskundedidactiek weinig uitgevoerd. Van een individuele 
onderzoeker is dergelijk onderzoek te veel gevraagd, volgens Wellenreuther. De moeilijkheden die 
optreden bij het ontwikkelen, plannen en uitvoeren van experimenteel onderzoek zijn daarvoor in het 
algemeen te groot.
In 2.5 geef ik een chronologisch overzicht van de verschillende onderzoeksactiviteiten. In 2.6 benoem 
ik die activiteiten in de terminologie van Wellenreuther.
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2.5 Chronologisch overzicht van mijn onderzoek
Het hiernavolgende schema biedt een chronologisch overzicht van de verschillende activiteiten die
voor mijn onderzoek van belang zijn geweest. Het onderzoek kent een voorbereidende fase en twee
rondes waarin de cursus op basis van de evaluatiegegevens is bijgesteld.
Voorbereidende fase:
A In het schooljaar '93-'94 heeft de projectgroep 'Hogere Wiskunde' een cursus verzorgd voor
docenten wiskunde van scholen uit de regio Nijmegen over fractals en dynamische processen. Op 
deze wijze kon de leerstof voor de leerlingcursussen worden verkend. Samen met de docenten 
hebben we nagedacht over mogelijke werkvormen voor de leerlingen. Zo kregen de leerlingcursus- 
sen al enige voorpubliciteit en werd er een draagvlak gelegd voor de daaropvolgende jaren.
B In het schooljaar '94-'95 vond de eerste leerlingcursus plaats. In de loop van het jaar werd het 
lesmateriaal geschreven en kwamen de eerste versies van de twee ondersteunende computer­
programma's 'IFS-laboratorium' en 'Funiter' gereed.
Eerste ronde:
C In de maanden mei t/m augustus '95 heb ik de eerste zeven lessen van de cursus herschreven, in 
nauw overleg met de andere leden van de werkgroep en steunend op de ervaringen in het vooraf­
gaande schooljaar.
D In de zomer van '95 heb ik de voortoets en de natoets ontwikkeld ten behoeve van het experimente­
le deel van mijn onderzoek.
E In september '95 heb ik een controlegroep geformeerd. Deze heeft samen met de deelnemers van 
de cursus '95-'96 voorafgaand aan de eerste cursusmiddag de voortoets gemaakt.
F In de cursus '95-'96 kreeg de werkvorm 'eigen leerlingonderzoek' gestalte. De activiteiten in het 
kader van deze werkvorm heb ik op video vastgelegd en later geanalyseerd.
G Tijdens de cursus zijn de overige lessen geschreven (door de andere leden van de werkgroep) en is 
verder gewerkt aan de ontwikkeling van de twee computerprogramma's.
H In mei '96 heeft de controlegroep, samen met de leerlingen van de cursus '95-'96, de natoets 
gemaakt.
I In de zomer van '96 heb ik de kwalitatieve en kwantitatieve gegevens van het voorbije cursusjaar 
uitgewerkt. Mede op basis hiervan is het lesmateriaal opnieuw herzien en aangepast.
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Tweede ronde:
J In september hebben de deelnemers aan de cursus '96-'97 de voortoets gemaakt, voorafgaand aan 
de eerste cursusmiddag.
K De werkvorm 'eigen leerlingonderzoek' werd in de cursus '96-'97 aangescherpt.
L De mogelijkheden van de computerprogramma's werden uitgebreid.
M De activiteiten rond het eigen onderzoek van de leerlingen heb ik op video vastgelegd en geanaly­
seerd.
N Na de cursus, in april '97 hebben de deelnemers aan de cursus '96-'97 de natoets gemaakt.
O In de zomer van '97 heb ik de kwalitatieve en kwantitatieve gegevens van de cursus '96-'97 uitge­
werkt.
P In juni '97 ben ik gestart met het schrijven van dit proefschrift.
Mijn onderzoek heeft zich afgespeeld in symbiose met de cursus 'Hogere Wiskunde'. Aan die cursus 
heb ik een bijdrage geleverd die niet boven het aandeel van elk van de andere drie docenten uitstijgt. 
Aan het ontwikkelen van de computerprogramma's heb ik geen bijdrage geleverd. Deze zijn echter 
voor het eigen leerlingonderzoek wel van groot belang geweest.
2.6 Mijn onderzoek in de terminologie van Wellenreuther
Mijn onderzoek bevat constructief ontwikkelingsonderzoek. Van de activiteiten die ik in het chronolo­
gisch overzicht heb genoemd, passen A, B, C, F, G, I, K en L in dat kader. De activiteiten F, I, M en O 
zijn te karakteriseren als beschrijvend onderzoek. De activiteiten D, E, H, I, J, N en O vormen samen 
een experimenteel onderzoek binnen het geheel. Deze drie componenten van mijn onderzoek zijn met 
elkaar verweven, geheel in overeenstemming met de slotopmerking die Wellenreuther in zijn artikel 
maakt:
- de resultaten van het beschrijvend en het experimenteel onderzoek hebben mede richting gegeven 
aan de ontwikkeling van het materiaal;
- de lessen van de cursus, gebaseerd op het ontwikkelde materiaal, vormen de 'treatment' in het 
experimenteel onderzoek;
- de analysen van de video-opnamen van het leerlingonderzoek suggereren mogelijke verklaringen 
voor de resultaten van het experimenteel onderzoek.
Zowel het ontwikkelingsonderzoek als het beschrijvend onderzoek speelt zich af op het beschrijvende 
Van Hiele-niveau. Met het experimenteel onderzoek betreed ik het theoretische niveau.
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2.7 Mijn onderzoek in de terminologie van het UNILO-programma
Het UNILO-onderzoeksprogramma kenmerkt zich, zoals ik al in hoofdstuk 1 heb geschreven, onder 
andere door "praktijknabije, kleinschalige, veldexperimentele interventiestudies op de werkplek". Het 
UNILO-onderzoek is geen groots opgezet experimenteel onderzoek. Het is ook geen laboratoriumon­
derzoek, waarbij leerlingen uit hun normale omgeving worden gehaald om de factoren die van invloed 
zouden kunnen zijn, zo goed mogelijk te kunnen controleren. Het gaat om onderzoek van onderwijs, 
waarin de interventies zo min mogelijk een inbreuk vormen op de normale gang van zaken. Aan die 
voorwaarden voldoet mijn onderzoek. Ook al vindt het onderwijs plaats op de universiteit en niet op 
school, de lessen aan de leerlingen worden niet aangepast aan het onderzoek. Het onderzoek verstoort 
het onderwijs zo min mogelijk.
2.8 Samenvatting
De niveaus die Van Hiele onderscheidt - in eerste instantie in het meetkunde-onderwijs maar later ook 
in andere wetenschappelijke disciplines - zijn ook aan te wijzen in de didactiek van de wiskunde. Ook 
in mijn onderzoek zijn die niveaus herkenbaar.
Een andere wijze om mijn onderzoek te beschrijven, vind ik in de indeling van Wellenreuther. Mijn 
onderzoek bestaat uit ontwikkelingsonderzoek, beschrijvend onderzoek en experimenteel onderzoek, in 
nauwe onderlinge samenhang.
Door beide soorten categorieën te combineren, kom ik tot de volgende indeling:
- Het ontwikkelingsonderzoek en het beschrijvend onderzoek (in de terminologie van Wellen- 
reuther) spelen zich af op het beschrijvende niveau (in de terminologie ven Van Hiele);
- Het experimentele onderzoek (in de terminologie van Wellenreuther) valt onder het theoretische 
niveau (in de terminologie van Van Hiele).
Tenslotte is het van belang op te merken dat mijn onderzoek kleinschalig is en is geënt op onderwijs. 
Voorop staat dat dit onderwijs zo goed mogelijk dient te verlopen en niet wordt aangepast alleen maar 
omwille van het onderzoek. Daarmee past het in de lijn van het UNILO-onderzoek.
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3.1 Inleiding
In dit hoofdstuk ga ik allereerst na, hoe wiskunde zich verhoudt tot de leefwereld van alledag. Vervol­
gens geef ik aan wat de zin en betekenis is van bewijzen in wiskunde. Ik betoog dat bewijzen niet 
alleen het geven van een afleiding uit definities, axioma's en eerder bewezen stellingen is, maar ook 
deel uitmaakt van een sociaal proces tussen wiskundigen. Ik zal ingaan op het begrip 'lokale ordening' 
en op de rol van vaktaal in een gemeenschap van wiskundigen. Wanneer ik zo een goed beeld heb 
weergegeven van bewijzen, ga ik door middel van een literatuurverkenning na welke ervaringen er zijn 
met onderwijs dat gericht is op leren bewijzen. In dat verband beschrijf ik enkele hoofdgedachten uit 
het constructivisme. Ik eindig met te betogen dat zelfstandig onderzoekjes verrichten door leerlingen 
een goed middel is om leerlingen wiskundig bewijzen te leren in een geschikte maatschappelijke 
context.
3.2 Thales van Mile te
In zijn boek 'Science awakening' besteedt B.L. van der Waerden (1961) enige bladzijden aan Thales 
van Milete (634 - 548), die als grondlegger van de meetkunde wordt beschouwd. Hij legt uit dat Thales 
zeker geen wereldvreemde figuur was - die in een put viel omdat hij naar de sterren keek - maar 
iemand die midden in de wereld stond, op het kruispunt van de oude Babylonische en nieuwe Ionische 
beschaving. Over de meetkunde van Thales schrijft hij (blz. 87):
"Did Thales also know Babylonian mathematics?
The following information concerning Thales is given by Proclus, the commentator of the first book of 
Euclid's Elements, who obtained it from the history of Mathematics of Eudemus, itself unfortunately lost:
1. He was the first to prove that a circle is divided into two equal parts by its diameter.
2. Besides several other theorems, he had obtained the equality of the base angles in an isosceles triangle; 
in ancient fashion, he called these angles not equal, but similar.
3. According to Eudemus, he discovered that when two straight lines intersect, angles are equal.
4. The congruence proposition concerning two triangles, in which a side and two angles are equal, was 
ascribed by Eudemus to Thales, with the remark that, in order to demonstrate the validity of this method 
for determining the distance between two ships at sea, Thales had to make use of this congruence 
theorem."
Van der Waerden betoogt dat deze stellingen inhoudelijk al ver voor de tijd waarin Thales leefde, 
bekend waren. De betekenis van Thales ligt niet in het ontdekken van deze verbanden, maar in het
opzetten van een logisch geheel, waarvan deze stellingen deel uitmaken. Hij beschrijft dat als volgt 
(blz. 89):
"At the start, in the first excitement of discovery, one is occupied with questions such as these: how do I 
calculate the area of a quadrangle, of a circle, the volume of a pyramid, the length of a chord; how do I 
divide a trapezoid into two equal parts by means of a line parallel to the bases? These are indeed the 
questions with which the Egyptian and the Babylonian texts are concerned. It is only later on that the 
question arises: How do I prove all this?"
In de tijd van Thales waren er verschillende vuistregels bekend om de oppervlakte van een cirkel te 
berekenen: de Babyloniërs gebruikten de regel 3 r2, terwijl de Egyptenaren het hielden op (8/9-2r) 2 (r 
staat voor de 'straal van de cirkel'). De redeneringen waarmee je deze vuistregels kon afleiden, waren 
echter niet meer bekend. Van der Waerden (blz. 89):
"How was Thales to discriminate between the exact, the correct recipes for computation, and the approxima­
te, the incorrect ones? Obviously, by proving them, by fitting them into a logically correct system! This is 
exactly what he did, according to Eudemus and it is exactly at the beginning of such a logical system, that 
one may expect to find such Irish bulls as: vertical angles are equal, the base angles of an isosceles triangle 
are equal, a diameter divides a circle into two equal parts, etc.
It follows that we have to abandon the traditional belief that the oldest Greek mathematicians discovered 
geometry entirely by themselves and that they owed hardly anything to older cultures, a belief which was 
tenable only as long as nothing was known about Babylonian mathematics. This in no way diminishes the 
stature of Thales; on the contrary, his genius receives only now the honor that is due to it, the honor of 
having developed a logical structure for geometry, of having introduced proof into geometry."
Dit fragment spreekt mij bijzonder aan, omdat Van der Waerden heel duidelijk beschrijft hoe vanaf het 
prille begin wiskunde ontstaat uit problemen van het dagelijks leven, juist door de band daarmee te 
verbreken. Thales kiest duidelijk, in termen van Van Hiele, een theoretisch perspectief om de proble­
men uit de leefwereld - het beschrijvende niveau - te bestuderen.
3.3 Leefwereld en wiskundewereld
Met de KUN-cursussen voor leerlingen van 5 VWO hebben we ondermeer nagestreefd de leerlingen te 
leren bewijzen. Voordat je op zoek kunt gaan naar een weg waarlangs je dat kunt realiseren, is het 
noodzakelijk dat je vaststelt wat je onder bewijzen verstaat en, daaraan voorafgaande, wat je onder 
wiskunde verstaat. Er zijn wat dat betreft verschillende standpunten mogelijk. Je kunt er bijvoorbeeld 
over van mening verschillen of rekenen onder wiskunde valt, of het schoolvak wiskunde A op het 
HAVO onder wiskunde valt, zelfs o f wiskunde B op het VWO wel echt tot wiskunde mag worden 
gerekend.
Sommigen kiezen voor een ruime interpretatie van wiskunde. Kok e.a. (1992) bijvoorbeeld pleiten 
voor het onderwijzen van zinvolle wiskunde die geschikt is voor grote groepen leerlingen, door hen 
aangeduid als 'realistisch wiskundeonderwijs'. Dergelijk onderwijs begint met probleemsituaties die 
vaak uit de werkelijkheid afkomstig zijn en zinvol zijn voor elke leerling. Het volgende citaat illustreert
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de visie van de schrijvers (blz. 6):
"Eeuwen lang was meetkunde een geheel van stellingen en definities. Menigeen die voor 1968 de middelba­
re school bezocht, herinnert zich nog de vier congruentiekenmerken (of waren het er vijf?). In die tijd was 
meetkunde een hecht systeem, een bolwerk van logica. Maar meetkunde is meer dan strenge logica. Er zijn 
een heleboel practische vragen die met meetkunde te maken hebben. Hoe komt het dat ik iets kan zien wat 
voor mijn buurman onzichtbaar is? Nadenken dus over het kijken. Als ik in de trein zit vliegen de bomen 
voorbij. Maar de boerderijen op de achtergrond staan stil. Hoe kan dat? Er zijn plannen voor een echte 
wolkenkrabber in Amsterdam. Hij moet wel 225 meter hoog worden. Is zo'n gevaarte nu een obstakel voor 
Schiphol? Is het uitzicht voor elke Amsterdammer bedorven? In een realistische benadering van het 
meetkundeonderwijs is er dan ook veel aandacht voor het oriënteren in de wereld. En natuurlijk ook voor de 
meetkundige kennis die bij technische toepassingen een rol speelt."
Het is de kunst om de leerlingen vanuit deze probleemsituaties te brengen naar de gangbare onderdelen 
van de formele wiskunde, zó dat de eigen informele strategieën en kennis van de leerlingen zich 
ontwikkelen tot wiskundige algoritmen en objecten.
Met 'wiskunde' wordt het allesomvattende geheel vanaf de informele leefwereldobjecten en strategieën 
tot en met de conventionele formele wiskunde aangeduid.
David Tall (1991) onderscheidt binnen de wiskunde twee niveaus. Hij spreekt over 'elementary' en 
'advanced mathematical thinking'. Over het onderscheid tussen beide niveaus zegt hij (blz. 20):
"The move from elementary to advanced mathematical thinking involves a significant transition: that from 
describing to defining, from convincing to proving in a logical manner based on those definitions."
De relatie tussen "elementary" en "advanced mathematical thinking" komt overeen met de relatie 
tussen het beschrijvende en het theoretische niveau van Van Hiele.
Levelt (1997) spreekt in zijn afscheidsrede over twee verschillende aspecten van de wiskunde (blz. 24):
"Enerzijds wiskunde als pure wetenschap: het zien, inzien en doorzien van wiskundige objecten, structuren 
en eigenschappen. Anderzijds knutselwerk: het met alle beschikbare technische hulpmiddelen oplossen van 
wiskundige problemen.
(. . .)
De computer kan helpen bij de begripsvorming, bijvoorbeeld door grafische voorstellingen of vlotte 
rekenpartijtjes. Is het begrip eenmaal verkregen, dan kan de student zich zonder veel tijdverlies oefenen op 
meer realistische toepassingen dan in het traditionele onderwijs mogelijk was."
Ook hier een onderscheid in twee niveaus: pure wetenschap en knutselwerk.
Omdat mijn onderzoek gericht is op leren bewijzen, kies ik in het volgende voor een strikte interpreta­
tie van het begrip wiskunde. Met wiskunde bedoel ik het 'theoretische niveau' (Van Hiele), het niveau 
van 'advanced mathematical thinking' (Tall), wiskunde als 'pure wetenschap' (Levelt).
In de hierna volgende vergelijking geef ik aan hoe ik de relatie tussen wiskunde en leefwereld zie en
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wat daarin de plaats van bewijzen is:
Wiskunde lijkt op een bouwdoos, speelgoed waarmee je echte bouwwerken kunt namaken. In zo'n 
bouwdoos zitten verschillende constructie-elementen: 'stenen', 'ramen', 'deuren', 'dakpannen'; dat 
moeten ze tenminste voorstellen, dat is ook wat ieder kind erin ziet. Hoe geraffineerder de constructie- 
elementen, hoe beter het bouwwerk op echte huizen lijkt. De constructietechniek van de bouwdoos 
wijkt wel af van de wijze waarop echte huizen worden gemaakt; er komt geen specie aan te pas, 
meestal zorgt een kliksysteem voor de verbindingen.
De constructie-elementen van wiskunde zijn de wiskundige begrippen, gedefinieerd - dat wil zeggen: 
bedacht en gemaakt - naar het voorbeeld van begrippen uit de leefwereld. Het wiskundige kliksysteem 
bestaat uit deductieve redeneringen.
Iedere vergelijking gaat mank, ook deze. Voor meer geavanceerde wiskundige begrippen is veelal geen 
tegenhanger in de leefwereld van leerlingen aan te geven. Voor de elementaire meetkunde- en algebra- 
begrippen uit de schoolwiskunde geldt de parallel zeker wel. Wezenlijk is dat ik wiskunde als een 
aparte wereld zie, met eigen regels en mogelijkheden. Dat de resultaten van de wiskundige bouwsels 
vaak te interpreteren zijn in de leefwereld, is een gevolg van de gelijkenis die er bij het creëren van de 
bouwdoos is ingelegd.
Leren bewijzen is te zien als leren spelen met de bouwdoos. Je moet de steentjes en deurtjes uit de 
doos gebruiken en op de voorgeschreven manier aan elkaar bevestigen.
Ik zal de betekenis van deze beeldspraak voor de schoolpraktijk met een paar voorbeelden verdui­
delijken:
Voorbeeld 1. De somregel voor differentiëren wordt tegenwoordig vaak op de volgende manier aan de 
leerlingen uitgelegd:
Eerst een inleidend vraagje om vertrouwd te raken met de context:
a Een passagier loopt over een lopende band op een luchthaven. De band heeft ten opzichte van de vaste 
grond een snelheid van 50 m/min; de voetganger heeft ten opzichte van de band een snelheid van 100 
m/min. Wat is de snelheid van de passagier ten opzichte van de vaste grond?
Vervolgens komen er afstandsfuncties op het toneel:
b Stel b(t) is de afgelegde weg op tijdstip t (in min) van een gemarkeerd punt op de band ten opzichte van 
een gemarkeerd punt op de vaste grond (in m); b(0) = 0. Stel p(t) is de afgelegde weg op tijd t van een 
passagier ten opzichte van het op de band gemarkeerde punt (in m); ook p(0) = 0. Stel tenslotte s(t) is 
de afgelegde weg op tijd t (in min) van de passagier ten opzichte van het punt op de vaste grond (in m).
- Welk verband bestaat er tussen s(t), b(t) en p(t) ?
- Wat is de betekenis van s '(t), b '(t) en p '(t) ?
- Welk verband bestaat er tussen s'(t), b'(t) en p'(t) ?
Tenslotte wordt de somregel voor differentiëren geformuleerd:
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c Als s(x) = f(x) + g(x) dan s'(x) = f'(x) + g'(x) .
Functies en afgeleide functies zijn elementen uit de wiskundebouwdoos. Afgelegde weg en snelheid 
zijn begrippen uit de leefwereld. Door het gebruik van eenheden wordt de verbinding tussen de 
leefwereld en de wiskundebouwdoos gelegd. Het verband tussen de snelheden van de lopende band ten 
opzichte van de grond, van de passagier ten opzichte van de band en van de passagier ten opzichte van 
de vaste grond is in de leefwereld evident. Het is echter de vraag of de elementen van de bouwdoos zó 
gedefinieerd zijn dat dit leefwereldverband in de bouwdooselementen is terug te vinden. Dat kun je 
alleen nagaan met het kliksysteem van de wiskunde: deductieve redeneringen. De hierboven geschet­
ste, uit leerboeken stammende, redenering komt neer op de volgende suggestie: omdat de relatie in de 
leefwereld geldt, is die ook van kracht in de wiskunde.
Daarmee wordt de grens tussen leefwereld en wiskunde verdoezeld.
Voorbeeld 2 . Logaritmen worden vaak in verband gebracht met groeitijden. Bijvoorbeeld als volgt:
De g-logaritme van a is dat ene reële getal dat oplossing is van de vergelijking g x = a en wordt geschreven 
als ®log a. In termen van groeitijden is ®log a de groeitijd die nodig is om een hoeveelheid a keer zo groot te 
maken bij een groeifactor g  per tijdseenheid.
Het afleiden van rekenregels gaat dan op de volgende manier:
Van een bacteriesoort wordt het aantal elke dag tien keer zo groot. 
a Beredeneer in termen van groeitijden waarom log 2 + log 5 = log 10. Controleer dit met je rekenmachi­
ne.
b Neem een aantal waarden voor a en b en ga na dat de eigenschap log a + log b = log ab steeds geldt. 
c Formuleer de eigenschap glog a + glog b = ®log ab in termen van groeitijden.
'Groeitijd' is een begrip dat sterk leunt op het leefwereldbegrip 'tijd'; 'logaritme' komt uit de wiskun- 
debouwdoos. Het zou mooi zijn wanneer verbanden tussen leefwereldbegrippen terug te vinden zijn bij 
hun wiskunde-evenbeelden, maar vanzelfsprekend is dat niet. Merkwaardig is bij dit voorbeeld de rol 
van de rekenmachine. Als je bij vraag a echt begrepen hebt dat de tijd die nodig is om een hoeveelheid 
A  te laten groeien tot 2A  plus de tijd die nodig is om een hoeveelheid 2A  te laten groeien tot een 
hoeveelheid 5 2A  gelijk is aan de tijd die nodig is om een hoeveelheid A  te laten groeien tot een 
hoeveelheid 10 A, dan is controle met een rekenmachine overbodig. Je kunt dan rechtstreeks naar vraag
c. Als daarentegen de controle met de rekenmachine de enige bron is waaraan je bij a je inzicht 
ontleent, dan zullen ook duizend berekeningen bij vraag b  je niet tot een algemeen inzicht brengen. 
Immers één voorbeeld is geen bewijs, en ook duizend voorbeelden niet. Ik moet echter toegeven dat 
duizend voorbeelden wel overtuigingskracht hebben, zeker in het dagelijks leven.
Ook in dit voorbeeld wordt de grens tussen leefwereld en wiskunde verdoezeld. Bovendien is de kans 
groot dat leerlingen overtuigd raken van de geldigheid van de relatie tussen groeitijden, op een manier 
die in de wiskunde niet als een bewijs geldt. Een dergelijke aanpak is daarom niet geschikt wanneer je 
leerlingen wilt voorbereiden op wiskundig streng redeneren.
Voorbeeld 3. Alle leerlingen op 6 VWO met wiskunde B in het pakket dienen te weten dat de opper-
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vlakte van een cirkel met straal r  gelijk is aan n r 2, en dat de inhoud van een piramide gelijk is aan V3 • 
opp grondvlak • hoogte. Daarbij zijn 'oppervlakte' en 'inhoud' wiskundige begrippen die uit de leefwe­
reld zijn binnengesmokkeld, en waarmee gerekend en geredeneerd wordt zonder dat ze ooit goed 
gedefinieerd zijn. Het is voor leerlingen dan wel erg moeilijk om wiskunde en leefwereld uit elkaar te 
leren houden.
Ook Freudenthal was de mening toegedaan dat om te leren bewijzen, de leerlingen leefwereld en 
wiskunde van elkaar moeten kunnen onderscheiden. Ik citeer uit Freudenthal (1973, band 1 blz. 143):
"Man hat mir in den Diskussionen entgegnet: "Einmal muss der Schüler streng und klar zu unter­
scheiden lernen zwischen mathematischer Theorie und realer Welt." Ich habe geantwortet: Ganz recht 
und ganz falsch. Ich meine, ganz recht wenn es auf den Unterricht in mathematischer Strenge abzielt, 
und ganz falsch, wenn man damit das Unterricht unbezogener Mathematik verteidigt. Ganz recht, wenn 
der Nachdruck auf dem 'Lernen' liegt, und ganz falsch, wenn man damit das Lehren fertiger Axiomatik 
verteidigt."
En in band 2, blz 527, schrijft Freudenthal over het scheiden van leefwereld en wiskunde:
"Ich habe mich mit der Forderung auseinandergesetzt, dass der Schüler lernen soll, Mathematik und 
Realität von einander zu trennen. Ja, habe ich gesagt, sicher soll er das lernen, es kommt schliess-lich 
dem Verständnis der Mathematik und der Wirklichkeit zugute. Sie sollen ihm nicht getrennt vorgesetzt 
werden. Er soll es lernen, sie selber zu trennen, so bald ihre gegenseitigen Beziehungen so innig 
geworden sind, dass die Trennung keiner Seite schadet."
Freudenthal neemt stelling tegen de toenmalige schoolpraktijk, waarin wiskunde om de wiskunde werd 
onderwezen, niet betrokken op de leefwereld. Ik citeer hem juist om mijn verzet tegen een al te grote 
verwevenheid van beide werelden te onderstrepen. Voor het leren van wiskundig bewijzen is het mijns 
inziens noodzakelijk dat voor de leerlingen volkomen duidelijk is wat de verhouding van wiskundige 
objecten tot leefwereldobjecten is. Vermenging van leefwereld en wiskunde frustreert het leren 
bewijzen; de grens daartussen moet duidelijk worden gemarkeerd, zeker niet worden verdoezeld, om te 
kunnen begrijpen wat de betekenis van beide werelden voor elkaar is.
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3.4 Wiskunde en representaties
Als inleiding op dit thema citeer ik een klein stukje uit Van Hiele (1973), namelijk het begin van 
hoofdstuk 3, 'Is het gebruik van grafieken geoorloofd als bewijsmiddel?' (blz. 15).
"De vraag, of het gebruik van grafieken geoorloofd is als bewijsmiddel is al 
sinds lange tijd aktueel. De leerlingen krijgen bijvoorbeeld een vraagstuk 
van de volgende vorm:
Teken de grafiek van {(x, y) £ R *R | y  = x 2}. Kies voor x  waarden van 
-5 tot 5.
Teken in dezelfde figuur de grafiek van {(x, y) | y  = x  + 6}.
Los op de ongelijkheid: {x e R | x 2 > x  + 6}.
Als leerlingen uit de grafiek aflezen: {x e R | x < -2 V x > 3}, dan wordt 
hun maar een deel van het aantal punten uitgekeerd, dat voor deze opgave is 
vastgesteld, want de steller van de opdracht had zich voorgesteld, dat de 
leerlingen de vierkantsvergelijking: x 2 - x  - 6 = 0 op een of andere manier 
zouden hebben opgelost.
Deze verminderde uitkering is volkomen ten onrechte!"
Van Hiele verzet zich tegen het botweg toepassen van de stelregel 'een plaatje is geen bewijs'. Als de 
leerlingen bij het tekenen van de beide grafieken hebben berekend dat (-2,4) en (3,9) tot beide verza­
melingen behoren, dan hebben ze daarmee ook de volledige doorsnede, omdat een tweede- en een 
eerstegraadskromme hoogstens twee snijpunten hebben. De oplossing van de ongelijkheid kun je dan 
inderdaad uit de grafiek aflezen.
De grafieken uit het bovenstaande voorbeeld, zijn representaties van krommen. Om het denken in de 
wiskundewereld te ondersteunen probeert men vaak om zich iets voor te stellen bij de abstracte 
begrippen uit de wiskunde. Men tekent plaatjes, ontwikkelt demonstratiemateriaal, maakt compu­
tersimulaties; op alle mogelijke manieren probeert men de wiskunde te visualiseren, te concretiseren, te 
materialiseren. Men zoekt steun in de leefwereld om problemen uit de wiskunde op te lossen. Het doel 
van plaatjes zoals grafieken van functies, is abstracte informatie op een aanschouwelijke, overzich­
telijke wijze weer te geven. Dat vereenvoudigt het doorzien van complexe situaties en biedt vaak een 
opstapje in het vinden van een oplossing. Fout is het wanneer uit plaatjes, en in het algemeen uit 
representaties, informatie wordt afgelezen die er niet in is gelegd. In het voorbeeld dat Van Hiele geeft, 
maken de leerlingen slechts gebruik van de wiskundige gegevens die in het plaatje tot uitdrukking 
worden gebracht. In het volgende voorbeeld, dat ik citeer uit Bell (1976, blz 25), is dat niet het geval. 
Het gaat om een bewijs van de stelling van Thales.
Figuur 1
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"THEOREM: The angle at the center of a circle is twice the angle at 
the circumference subtended by the same arc.
Given: Circle, Centre O, points A, P, B on circumference (D). 
Construction: Join PO and produce to any point X.
Let the angles a, b, al, b , x, y  be as marked.
To prove: AAOB = 2 AAPB.
P
Proof:
OA =
a =
Also x  =
x  =
Similarly y  =
x + y  =
i.e. AAOB =
OP
ai
a + at
2a
2b
2a + 2b 
2(a + b) 
2 A. APB
(i)
(3)
(5)
(7)
(8) 
(9) 
(ii)
(2) (radii of a circle)
(4) (base angles of an isos­
celes triangle)
(6) exterior angle of a a
(10)
(12)
Er wordt afgelezen dat de grootte van I^APB  gelijk is aan de som van de groottes van a A P X en 
a XPB; de mogelijkheid dat je een verschil moet nemen wordt over het hoofd gezien. Overigens is dit 
een van de redenen waarom het bewijzen op school naar de achtergrond is verdwenen: het was te zeer 
gebonden aan meetkunde en daardoor aan meetkundeplaatjes. Vermenging van wiskundewereld en 
representaties daarvan is bij meetkunde op school bijna niet te voorkomen.
De leefwereld, de wiskundewereld en de representaties van de wiskundewereld in de leefwereld zijn 
nauw met elkaar verweven. Het is van belang de betekenis van deze drie voor elkaar goed te kennen. 
Bij het leren bewijzen is het evenzeer van belang de grenzen ertussen scherp voor ogen te houden, 
zodat leefwereld, wiskundewereld en representaties goed van elkaar worden onderscheiden.
3.5 De zin en betekenis van bewijzen
In principe is een bewijs van een wiskundige stelling een afleiding van die stelling uit definities, 
axioma's en reeds eerder bewezen stellingen. In de dagelijkse praktijk valt daar nogal wat op af te 
dingen. Bell geeft in de inleiding van het artikel waarnaar ik hierboven al heb verwezen (Bell, 1976) 
een aantal waardevolle gedachten over 'the nature of proof. Om te beginnen merkt hij op dat een 
bewijs niet alleen waarde heeft voor degene die bewijst, maar in wezen gericht is op degenen die het 
zullen lezen. Ik citeer (blz. 24):
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"Some teachers have said that proof, for a pupil, is what brings him conviction. Although this is a valuable 
remark, in that it directs attention to the need for classroom explanations to have meaning for the pupil 
rather than be formal rituals, it is perhaps dangerous in that it avoids consideration of the real nature of 
proof. Conviction is normally reached by quite other means than that of following a logical proof.
(. . .)
Proof is an essentially public activity which follows the reaching of conviction, though it may be conducted 
internally, against an imaginary potential doubter."
Ook al heb je zelf de redenering helder voor ogen, er is pas sprake van een bewijs wanneer deze 
redenering ook voor een ander op een duidelijke wijze is gepresenteerd.
Bewijzen kunnen, volgens Bell, drie functies hebben (blz. 24):
"The first is verification or justification, concerned with the truth of a proposition; the second is illuminati­
on, in that a good proof is expected to convey an insight into why the proposition is true;
(. . .)
The third (. . .) is the most characteristically mathematical, that of systematisation, i.e. the organisation of 
results into deductive systems of axioms, major concepts and theorems, and minor results derived from 
these."
Bewijzen is een op de gemeenschap gerichte activiteit, die voortkomt uit individueel, voor jezelf 
onderzoeken van een generalisatie en deze vervolgens aanvaarden o f verwerpen. Volgens Bell is het 
redelijk te veronderstellen dat deze ontwikkeling van voor jezelf onderzoeken en aanvaarden of 
verwerpen, naar een bewijs geven gericht tot de gemeenschap, in stappen verloopt (blz. 24, 25):
"First one tries out one's generalisation on other people; conflict with their ideas often leads in younger 
children first to a reassertion, but eventually there is an appeal to evidence. Later there may be the realisati­
on of the need for a written statement of the proposition, for more effective attack by potential counter­
examples and to avoid unconscious shifts of ground. The final stages are the awareness of the need to set out 
the argument in written form, and the need for explicit starting assumptions or axioms."
Leerlingen zullen formeel bewijzen dan ook slechts op waarde kunnen schatten wanneer ze zich ervan 
bewust zijn dat kennis niet individueel is, maar van de gemeenschap en dat een bewijs gericht dient te 
zijn tot die gemeenschap. Hoe kun je leerlingen hiervan bewust maken? Bell (blz. 25):
"The most potent accelerator towards achievement of this is likely to be cooperative, research-type activity 
by the class. In this, investigation of a situation would lead to different conjectures by different pupils, and 
the resolution of conflicts by arguments and evidence."
Bell vindt dat de traditionele manier om een (Euclidisch) bewijs te geven, goede mogelijkheden biedt 
om leerlingen vertrouwd te maken met de verschillende aspecten van het bewijzen. Het bewijs van de 
stelling van Thales dat ik in de vorige paragraaf heb geciteerd, geeft hij als voorbeeld om te laten zien 
hoe die verschillende aspecten van bewijzen daarin naar voren komen. Aan dit voorbeeld is goed te 
zien wat normaal gesproken onder een bewijs wordt verstaan. Hoe expliciet men is, hangt af van 
conventies in de groep waarbinnen men het bewijs geeft. In dit geval vindt men kennelijk een aandui-
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ding als "Similarly" voldoende; ook acht men het niet nodig te vermelden dat de grootte van de 
somhoek van twee hoeken gelijk is aan de som van de groottes van de afzonderlijke hoeken (bij (10)) 
en dat de distributie-wet geldt (bij (12)). Er is in het algemeen geen duidelijk criterium voor hoe 
expliciet een bewijs dient te zijn; dat is in de praktijk een bron van problemen.
Dit bewijs is niet volledig. Regel (9) leunt waarschijnlijk op het plaatje bij deze opgave, waardoor een 
aantal mogelijkheden over het hoofd wordt gezien. Daarmee is de verificatie in dit bewijs niet afdoen­
de. Het bewijs is ook niet erg verhelderend. Het meest treffende feit (zegt Bell) is niet de eigenschap 
dat de middelpuntshoek het dubbele is van de omtrekshoek, maar dat zo'n omtrekshoek niet van grootte 
verandert wanneer het hoekpunt over de cirkelboog verschuift. Het bewijs draagt wel bij aan systemati­
sering. De stellingen in de rechter kolom komen hoger in de deductieve structuur dan de stelling die 
ermee bewezen wordt.
De punten die Bell naar voren brengt, zijn, kort samengevat:
- het is van belang dat een leerling van de waarheid van een bewering overtuigd raakt;
- een bewijs volgt nadat de leerling van de waarheid overtuigd is, en is gericht tot de gemeenschap 
waarbinnen de leerling leert;
- leerlingen betrekken bij onderzoek, hen vermoedens laten uitspreken en onderlinge meningsver­
schillen laten beslechten door uitwisselen van argumenten, is waarschijnlijk een bruikbare weg om 
hen te leren bewijzen;
- bewijzen hebben drie functies: verificatie, verheldering en systematisering.
De eerste twee punten van Bell klinken ook door in het rapport van de studiecommissie wiskunde B 
VWO (De Lange e.a., 1994). In 3.7, getiteld 'redeneren en bewijzen', stelt zij het volgende (blz. 52):
"Wiskunde bestaat niet alleen uit het stellen en oplossen van wiskundige problemen. Men moet de gevonden 
redenering ook zó kunnen weergeven dat ze een ander overtuigt. De gewenste graad van nauwkeurigheid is 
niet iets absoluuts, maar hangt ook af van de behoefte van het publiek: de lezer of de luisteraar. Bij een 
leerling van het voortgezet onderwijs is die behoefte anders dan bij een wiskundige.
De laatste streeft er in het algemeen naar zijn uitgangspunten in axioma's vast te leggen en daarvan uitgaan­
de strikt logisch te redeneren. Zijn intuïtie over de objecten van zijn betoog heeft een rol gespeeld bij het 
vinden van de redenering, maar de redenering zelf moet in principe ook te volgen zijn voor iemand die zijn 
intuïtie niet deelt. Sterker, de beroepswiskundige heeft al gauw exactheid nodig omdat zijn eigen intuïtie 
ontoereikend is om de hele redenering te overzien.
Hoe is het op dit punt gesteld met de leerling? De schoolwiskunde is gedeeltelijk zó elementair dat er naar 
bewijzen geen enkele vraag bestaat. Als een getal groter is dan een ander getal, dan is de helft van het eerste 
getal groter dan de helft van het tweede. Dat is duidelijk, en niemand heeft behoefte aan een formeel bewijs 
uit een tevoren opgestelde lijst van rekenregels of axioma's.
Tot een ander uiterste behoort de 'calculus': differentiatie en integratie. Hier zijn de objecten van studie 
dermate subtiel dat de intuïtie hopeloos onbetrouwbaar is. Op school wordt dan ook noodgedwongen de 
hand gelicht met de wiskunde.
(. . .)
Zoals gesuggereerd, dit waren twee extremen: de wiskunde die geen exacte bewijsvoering vereist en de 
wiskunde die er te gecompliceerd voor is. Daartussen ligt een breed terrein waar exactheid gewenst en 
bereikbaar is, maar dat in het bestaande programma niet tot zijn recht komt."
Hoofdstuk 3: Theoretisch kader 27
Gila Hanna (1991) stelt vast dat ook voor beroepswiskundigen het accepteren van een stelling een 
sociaal proces is, dat meer betrekking heeft op het begrijpen van de stelling en het doorzien van de 
betekenis ervan, dan met het geven van een streng bewijs. Hanna beweert, op grond van de ontwikke­
ling die wiskunde heeft doorgemaakt en gebaseerd op commentaar van beroepswiskundigen, dat de 
meeste wiskundigen een nieuwe stelling accepteren, wanneer een aantal van de volgende factoren 
aanwezig is (blz. 58):
"- They understand the theorem, the concepts embodied in it, its logical antecedents, and its implications. 
There is nothing to suggest it is not true;
- The theorem is significant enough to have implications in one or more branches of mathematics (and is 
thus important and useful enough to warrant detailed study and analysis);
- The theorem is consistent with the body of accepted mathematical results;
- The author has an unimpeachable reputation as an expert in the subject matter of the theorem;
- There is a convincing mathematical argument for it (rigorous or otherwise), of a type they have encoun­
tered before."
Volgens Hanna wegen deze vijf criteria bij het accepteren van een nieuwe stelling zelfs zwaarder dan 
een streng bewijs. Hanna citeert Manin (1977), die zegt (blz. 59):
"A proof becomes a proof after the social act of "accepting it as a proof". This is true of mathematics as it is 
of physics, linguistics, and biology."
Met de opmerkingen van Bell, Hanna, Manin en van de studiecommissie wiskunde B VWO dient 
zeker rekening te worden gehouden bij het ontwikkelen van een didactiek voor het leren bewijzen. 
Immers een al te strakke oriëntatie op streng formalisme bij leren bewijzen weerspiegelt niet de huidige 
praktijk en opvattingen van wiskundigen. Ook aan het sociale proces waarbinnen bewijzen een rol 
speelt, moet aandacht worden besteed.
3.6 Lokale ordening
Bewijzen speelt zich af binnen de wiskundewereld. Eén van de functies van een bewijs is systema­
tisering, ordening van (een gebied van) de wiskunde. Strikt genomen is een bewijs van een stelling een 
afleiding vanuit axioma's, definities en postulaten. In de praktijk haakt men meestal aan bij stellingen 
die al eerder zijn bewezen, zonder zich het bewijs van deze onderliggende stellingen weer voor de 
geest te halen. Freudenthal (1973) noemt een dergelijke aanpak 'lokaal ordenen van een gebied'. Hij 
schrijft, in dit geval met betrekking tot het beoefenen van meetkunde (Band 1, blz. 142):
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"Man analysiert die geometrischen Begriffen und Beziehungen bis zu einer recht willkürlichen Grenze, 
sagen wir, bis zu dem Punkte, wo man von den Begriffen mit dem blossen Auge sieht, was sie bedeuten, und 
von den Sätzen, dass sie wahr sind."
Men gaat dus uit van een door de betrokkenen als waar geaccepteerde wiskundige ondergrond, waarop 
men nieuwe kennis fundeert. Ook in de klas is deze praktijk gebruikelijk. Een voorbeeld daarvan is het 
bewijs dat Bell geeft van de stelling van Thales. Een bewijs van de al eerder genoemde eigenschap van 
logaritmen: glog a + *log b = *log ab (met g, a en b positieve reële getallen, g  * 1), kun je maken door 
aan te haken bij de eigenschap van exponentiële functies: ¿ - g  = g a+b èn de eigenschap van exponen­
tiële functies dat deze strikt stijgend o f strikt dalend zijn. Zelfs als je deze eigenschap van exponentiële 
functies niet hebt bewezen, maar deze slechts aannemelijk hebt gemaakt, dan nog versterk je de lokale 
samenhang van dit stukje wiskunde en bied je daarmee de leerlingen een beter zicht op de deductieve 
structuur van wiskunde.
Er kan verschil van mening bestaan over het antwoord op de vraag wat nog tot die geaccepteerde 
wiskundige ondergrond behoort waarop je een bewijs baseert, en wat niet meer. Dat ligt besloten in het 
principe van lokale ordening van de wiskunde. De een ziet met zijn blote oog meer dan de ander, is 
eerder overtuigd van de waarheid van een stelling dan een ander. Waar de leraar grote problemen ziet, 
kan de leerling in alle argeloosheid voortgaan. Ook het omgekeerde is mogelijk: wat de leraar in één 
oogopslag ziet, kan voor leerlingen een groot obstakel zijn. O f een bewijs volledig is, is dus mede 
afhankelijk van de vraag voor wie het bestemd is. Een bewijs dient ertoe een ander ervan te overtuigen 
dat de stelling wel degelijk afleidbaar is vanuit de als waar geaccepteerde wiskundige ondergrond. De 
argumenten die je kiest om die ander van je gelijk te overtuigen, zijn op die ander gericht. Een redene­
ring van een leraar die gericht is op leerlingen, zal waarschijnlijk dan ook anders zijn dan een redene­
ring die bestemd is voor een collega.
De studiecommissie wiskunde B VWO deelt deze visie, zoals blijkt uit het fragment dat ik in paragraaf 
5 van dit hoofdstuk heb geciteerd.
Hoe zou je een bewijs kunnen geven voor de, ook al eerder genoemde, somregel voor differentiëren?
Je zult je moeten baseren op een gedefinieerd begrip 'limiet' en rekenregels voor limieten. Wanneer 
zo'n definitie achterwege is gebleven en de rekenregels voor limieten die je nodig hebt, niet aan de orde 
zijn geweest, dan wordt de ondergrond wel erg moerassig. Steun zoeken in de leefwereld (lopen op een 
lopende band) biedt dan uitkomst. Dit is echter géén bewijs: het draagt niet bij aan de lokale ordening 
van de wiskunde van het differentiëren van functies. Dat moet ook aan de leerlingen worden duidelijk 
gemaakt, als je tenminste wilt bereiken dat zij op den duur een duidelijk beeld opbouwen van de zin en 
betekenis van bewijzen.
Redeneren op basis van lokale ordening is deductief, dat wil zeggen dat een lokaal bewijs moet 
voldoen aan de eisen van de logica. Je kunt bij een lokaal bewijs nagaan o f de afleiding correct is of 
niet. Er bestaat verschil tussen een stelling en haar omgekeerde, ook lokaal kun je in een cirkelredene­
ring verzeild raken, moet je onderscheid maken tussen 'noodzakelijk' o f 'voldoende' en dien je voor 
ogen te houden o f het gaat om een 'er-is-een-bewering' of een 'voor-alle-bewering'. Wiskundige 
bewijzen hebben vaak een typische structuur, zoals:
- de manier om te bewijzen dat de verzamelingen A en B  aan elkaar gelijk zijn dan en slechts dan als 
A c  B /\ A 3 B  ;
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- volledige inductie;
- bewijs uit het ongerijmde;
- bewijs door uitsluiting van alle andere mogelijkheden;
- en uiteraard de modus ponens.
Deze structuren zullen expliciet aan de orde moeten komen.
Gedurende het onderzoek in een lokaal geordend gebied kan het gebeuren dat zich de contouren van 
een nieuw begrip beginnen af te tekenen. De behoefte aan het formuleren van een definitie van zo'n 
nieuw begrip ontstaat pas wanneer je wilt gaan proberen om hypothesen waarin dat begrip functio­
neert, te bewijzen of te weerleggen. In de tijd die daaraan voorafgaat, je zou het de 'prenatale periode' 
kunnen noemen, krijgt het nieuwe begrip de kans om te rijpen, om een intuïtieve ontwikkeling door te 
maken. Je kunt in die periode onderzoeken welke concrete gevallen je wel en welke je niet onder dat 
nieuwe begrip wilt laten vallen (sorteren van voorbeelden en non-voorbeelden) en met welke andere 
wiskundige begrippen de nieuwkomer veel te maken zal hebben. Dat alles zal aan een gezonde 
definitie bijdragen. Ik citeer nogmaals de studiecommissie wiskunde B VWO (blz. 47):
"De eerste introductie van een bepaald begrip zal soms onvolledig of intuïtief moeten blijven; door bij alle 
volgende gelegenheden waarin het begrip zich aandient expliciet op de betekenis in te gaan, wordt het 
begrip gaandeweg preciezer omschreven. Afhankelijk van de aard van het begrip kan een goede definitie in 
een later stadium worden gegeven, of zal dit wegens te grote moeilijkheidsgraad of complexiteit aan het 
vervolgonderwijs moeten worden overgelaten."
Wiskundige begrippen worden daadwerkelijk gecreëerd bij hun definitie. Een gedefinieerd wiskundig 
begrip staat naast het eventueel al bestaande intuïtief gevormde beeld daarvan. Vinner (1991) onder­
scheidt daarom 'concept image' en 'concept definition' en wijst op de (storende) invloed die het naast 
elkaar bestaan van deze twee op het geven van een bewijs kan hebben. Met een definitie wordt een 
nieuw constructie-element voor de wiskundebouwdoos gemaakt. Voor leerlingen is dat nieuw, heel 
anders dan ze in de leefwereld gewend zijn. 'Oppervlakte' bijvoorbeeld is een begrip uit de leefwereld 
van de leerlingen. Voorwerpen hebben een oppervlakte, voor leerlingen is er geen twijfel mogelijk; de 
vraag is alleen hoe je die het handigst uitrekent. 'Bereken de oppervlakte van de zeef van Sierpinski' 
lijkt voor leerlingen dan ook zonder meer een betekenisvolle opdracht. Zij importeren, zoals ik al 
eerder heb opgemerkt, het oppervlaktebegrip uit hun leefwereld in de wiskundewereld. Om stellingen 
over oppervlakte te kunnen bewijzen moet het wiskundige begrip 'oppervlakte' in de wiskundewereld 
echter eerst gedefinieerd worden. In de meeste gevallen op school zien de leerlingen wel "mit dem 
blossen Auge" wat er met dat begrip bedoeld wordt, en wordt het ontbreken van die definitie niet opge­
merkt. Bij stellingen over meetkundige rariteiten als de zeef van Sierpinski, wordt het gemis van een 
definitie echter duidelijk.
Bewijzen op basis van lokaal ordenen is dus voor een deel afhankelijk van de betrokkenen: zij bepalen 
welk deel van de wiskunde scherp zal worden uitgelijnd. Wanneer die grenzen eenmaal zijn vastge­
steld, zal daarbinnen het bewijs echter aan objectieve maatstaven van wiskundig correct redeneren 
dienen te voldoen.
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3.7 Vaktaal
Bij het verwerven van kennis in het algemeen - en van wiskundekennis in het bijzonder - speelt taal 
een grote rol. Van der Aalsvoort & Van der Leeuw (1982) beschouwen 'kennis' niet als een onafhanke­
lijk van de mens bestaand object, maar als een dynamisch interpretatief systeem: op basis van ervarin­
gen vormen we ons een beeld van de wereld om ons heen; dit beeld is het uitgangspunt van waaruit we 
nieuwe ervaringen interpreteren; tegelijkertijd betekent het verwerken van telkens weer nieuwe 
ervaringen een voortdurende verandering van het interpretatieve systeem. Taal speelt bij het opdoen 
van kennis een cruciale rol: de verwerking van ervaringen vindt plaats door de taal. Immers, door 
ervaringen onder woorden te brengen en waarnemingen te benoemen geven we ze betekenis, zodat ze 
worden opgenomen in ons interpretatieve systeem. Ook wetenschappelijke kennis is gebaseerd op 
(telkens weer nieuwe) ervaringen die in taal worden uitgedrukt; wederom dus geen kennis als onaf­
hankelijk van de mens bestaand object. Van der Aalsvoort & Van der Leeuw (1992) noemen drie ken­
merken van wetenschappelijke begrippen, die de bouwstenen vormen van wetenschappelijke kennis 
(blz. 83, 84):
1. ze zijn algemeen : doordat er bewust bepaalde gemeenschappelijke kenmerken uit een verza­
meling concrete verschijnselen worden afgezonderd (abstractie), worden die concrete ver­
schijnselen overstegen in de wetenschappelijke begrippen;
2. ze zijn éénduidig gedefinieerd: een wetenschappelijk begrip moet één precieze betekenis 
hebben;
3. ze staan in een hiërarchische ordening.
Deze kenmerken zijn zonder enige beperking van toepassing op wiskundige begrippen. Een voorbeeld 
van een hiërarchisch geordende reeks begrippen: zij /d e  functie van [0, 2tc] naar R, gegeven door x  -  
sin(x). Om te begrijpen wat f(x) betekent, dien je onder andere de betekenis te kennen van 'functie', 
van 'sinus' en van 'afgeleide functie'.
Vaktaal omvat niet alleen vaktermen, die verwijzen naar de onderliggende wetenschappelijke begrip­
pen, maar ook specifieke zinsconstructies en termen waarmee argumentatiestructuren worden aang­
eduid.
Ook is er sprake van jargon in het kader van het bewijzen, zoals de volgende termen en zinnen:
- vermoeden, hypothese, stelling, lemma;
- een vermoeden plausibel maken door het aandragen van voorbeelden;
- een bewering weerleggen met één 'globaal' tegenvoorbeeld;
- een stap in een redenering weerleggen met één 'lokaal' tegenvoorbeeld;
- een stelling bewijzen;
- cirkelredenering.
De betekenis van dergelijke termen moet aan de leerlingen worden geleerd. Ook moeten zij leren:
- wat het verschil is tussen 'noodzakelijk' en 'voldoende';
- wat de samenhang is van 'niet voor alle' en 'er is een';
- wat de samenhang is van 'er is geen' en 'voor alle niet';
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- de ontkenning van een bewering te formuleren.
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De leerlingen moeten leren dat er verschil bestaat tussen het generaliseren van een wiskundige en de 
manier van generaliseren die in het dagelijks leven gebruikelijk is: wanneer een wiskundige beweert 
dat een bepaalde uitspraak geldig is voor alle elementen van een verzameling, dan vereist dat ook een 
argumentatie die voor elk element van die verzameling geldig is. Dit is in contrast met de praktijk in 
het dagelijks leven: daar wordt een algemeen inzicht aanvaard als er maar voldoende voorbeelden van 
zijn, en daar blijft een generalisatie overeind totdat het tegendeel overtuigend, met meerdere tegen­
voorbeelden, is aangetoond; één enkel tegenvoorbeeld is gewoon een uitzondering op de regel.
De vorming van vaktaal vraagt expliciete aandacht. Vaktaal is de taal van de gemeenschap waarbij de 
leerling aansluiting zoekt. Actieve hulp van die gemeenschap aan de leerling bij het leren van de 
vaktaal is dan ook noodzakelijk.
3.8 Literatuur over leren bewijzen
In het 'Handbook of Research on Mathematics Teaching and Learning', uitgegeven in 1992 in opdracht 
van het NCTM geven Douglas H. Clements (State University o f New York at Buffalo) en Michael T. 
Battista (Kent State University) in hoofdstuk 18, getiteld 'Geometry and Spational Reasoning', een - 
waardevol overzicht van resultaten van onderzoek naar onderwijs in bewijzen. Zij stellen vast dat er 
talloze experimenten gedaan zijn om leerlingen te leren bewijzen waarbij de nadruk ligt op de formele 
kant van het bewijzen. Zo onderzocht Harbeck (1981) bij High School-leerlingen het effect van ver­
schillende manieren om bewijzen op te schrijven, (de 'stroomdiagram-methode' en de 'bewering- 
argument-methode') op onder andere kritisch denken, attitude, algemene meetkundekennis, en begrip 
van en bekwaamheid tot het geven van deductieve bewijzen. Ireland (1974) ontwikkelde een meetkun- 
decursus speciaal gericht op leren bewijzen. Daarbij werd onder andere nadrukkelijk gelet op zorgvul­
dige behandeling van als-dan-beweringen, werd geoefend in het beoordelen van bewijzen en werd de 
structuur van de redenering expliciet aangegeven; begrippen werden pas gedefinieerd op het moment 
dat ze een rol gingen spelen in een bewijs. Martin (1971) vergeleek het effect op het vermogen tot 
kritisch denken van werken met de 'twee-koloms'-methode met gebruiken van de 'stroomdiagram'- 
methode. (Het bewijs van de stelling van Thales in het voorbeeld van Bell dat ik in 2.4 heb beschreven, 
is volgens de twee-koloms-methode. De stroomdiagram-methode en de bewering-argument-methode 
laat ik verder onbesproken.) Ook Summa (1982) en Van Akin (1972) deden dergelijke experimenten. 
De resultaten van die experimenten waren over het algemeen niet erg bemoedigend.
Clements & Battista noemen ook een ander type onderzoeken. Onderzoeken waarbij men ervan uitgaat 
dat, om leerlingen te leren bewijzen, je hun eerst moet duidelijk maken wat het betekent om een bewijs 
te geven. Driscoll (1983b) bijvoorbeeld beschrijft een onderzoek van Greeno en Magone, waarin aan 
college-studenten, die meetkunde geleerd hadden op de High School maar er niet erg sterk in waren, 
eerst een trainingsprogramma van twee uur werd aangeboden, waarin hun werd geleerd om bewijzen te 
controleren. De onderzoekers vonden dat de studenten uit de experimentele groep daarna niet alleen 
beter waren dan de controlegroep in het controleren van bewijzen, maar ook in het construeren van 
bewijzen. De onderzoekers leidden daaruit a f dat leerlingen eerst moesten begrijpen wat een bewijs is
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en waarin het verschilt van alledaags redeneren. Clements & Battista verwijzen ook naar het al eerder 
genoemde onderzoek van Bell (1976); zij citeren met instemming de suggestie van Bell dat het leren 
bewijzen kan worden bevorderd door middel van gezamenlijk onderzoek door leerlingen, waarbij zij 
vermoedens over mogelijke verbanden formuleren. Meningsverschillen worden daarbij beslecht door 
de leerlingen zelf met argumenten en bewijsmateriaal. Onderzoek van Fawcett (1938) wijst ook in deze 
richting. Deze onderzoeker voerde een experiment uit in meetkundeonderwijs, waarin de studenten 
werden uitgedaagd om hun eigen axioma's, definities en stellingen te ontwikkelen, en om hun hypothe­
sen te onderzoeken, erover te discussiëren en ze te verifiëren. Aan het eind van die cursus scoorden de 
studenten van de experimentele groep hoger dan de traditionele meetkundestudenten. Fawcett zelf nam 
ook leerlinggedrag waar dat zou kunnen wijzen op begrip voor wat bewijzen inhoudt, zoals erom 
vragen dat belangrijke woorden en zinsdelen in beweringen zorgvuldig gedefinieerd worden; argumen­
ten vragen bij conclusies; argumenten analyseren; herkennen welke vooronderstellingen er gedaan zijn, 
deze analyseren en opnieuw onderzoeken; argumenten evalueren.
Human en Nel (1989) meldden succes in een meetkundecursus, gebaseerd op het model van Van Hiele 
(1973), waarin zij hebben geprobeerd de leerlingen een "gentle introduction" te geven in deductief en 
axiomatisch denken. Het was de bedoeling om bewijzen betekenis te geven door in het begin bewijzen 
op te nemen van beweringen die niet voor de hand liggen en door leerlingen hun eigen hypothesen te 
laten formuleren en bewijzen. Het deduceren werd in eerste instantie geleerd door terug te kijken op 
een aantal vertrouwde eigenschappen van driehoeken. Bijvoorbeeld: Gegeven driehoek PQR, met PQ  
= PR; de buitenhoek bij R  is 100o; vertel zo veel mogelijk over deze driehoek en leg uit hoe je aan die 
informatie komt.
De resultaten van de onderzoeken van Human en Nel, en dat van Fawcett zijn consistent met het 
onderzoek van Hanna (1989). Zij betoogt dat, omdat wiskundigen hun resultaten formeel presenteren 
in de vorm van stellingen en bewijzen, dit door velen, ten onrechte, wordt beschouwd als de kern van 
hun werk. Op basis daarvan trekt men dan vaak de conclusie dat je, om wiskunde te leren, je moet 
trainen in het beheersen van deze manier van presenteren. Dit uitgangspunt heeft in het algemeen niet 
tot succes geleid, waarschijnlijk omdat de leerlingen dan hun best doen om formele regeltjes uit te 
voeren, zonder dat het enige betekenis voor hen heeft. Anderzijds hebben onderzoeken, waarbij 
geprobeerd werd om de leerlingen te betrekken bij de wezenlijke aspecten van wiskunde ontdekken en 
de discussie daarover - uitspreken van vermoedens, zorgvuldig redeneren, en het geven van sluitende 
argumenten die bestand zijn tegen kritiek van anderen - tot meer positieve resultaten geleid.
Samenvattend trek ik uit het literatuuroverzicht van Clements & Battista de volgende conclusie. Een 
didactiek van bewijzen die uitsluitend gericht is op het produceren van een formeel bewijs, is weinig 
succesvol gebleken. Een beter resultaat mag je verwachten, wanneer je eerst probeert om het geven van 
een bewijs voor leerlingen betekenis te geven: wanneer je de vraag aan de orde stelt wat een goed 
bewijs is, wanneer je leerlingen zelf vermoedens laat formuleren, wanneer je leerlingen zelf
Hoofdstuk 3: Theoretisch kader 33
meningsverschillen laat beslechten, wanneer je ze betrekt bij het kiezen van axioma's en definities of 
wanneer deductief en axiomatisch denken eerst wordt voorbereid.
Ook Alibert & Thomas (1991) geven een overzicht van research op het gebied van bewijzen. Zij 
richten zich op onderzoeken waarin pogingen gedaan worden om het bewijzen voor leerlingen of 
studenten betekenis te geven. In hun inleiding sluiten zij aan bij het betoog van Hanna (1989), wanneer 
zij opmerken (blz. 215):
"The formulation of conjectures and the development of proofs are two fundamental aspects of a professio­
nal mathematician's work. They have a dual charactar. Firstly there is the personal, intimate side, which 
aims at clarifying the position the researcher has reached in his/her own understanding, through the state­
ment of explicit hypotheses. Secondly there is the collective side, where a conjecture is proposed for the 
reflection of other mathematicians, sharing ideas, as yet unsure. In this context a proof is a means of 
convincing oneself whilst trying to convince others.
These two facets of advanced mathematical thinking are generally absent in undergraduate mathematics at 
university, where the subject matter is presented as a finished theory, where "all is calm ... and certain" and 
proofs are developed along traditional 'linear', deductive lines.
(. . .)
This apparent conflict between the practice of mathematicians on the one hand, and their teaching methods 
on the other, creates problems for students. They exhibit a lack of concern for meaning, a lack of appreciati­
on of proof as a functional tool and an inadequate epistomology."
Door wiskunde te presenteren als een logische opeenvolging van stellingen met elegante bewijzen, is 
de kans groot dat studenten o f leerlingen een verkeerd beeld krijgen van de functie van bewijzen. Zij 
ervaren te weinig dat een bewijs een doeltreffend middel is om opheldering te verschaffen, wanneer 
men twijfelt o f een vermoeden waar is o f niet.
Eén van de wegen die Alibert & Thomas beschrijven om dat tekort in het wiskundeonderwijs te 
verhelpen, is het 'wetenschappelijk debat'. Zij verwijzen naar een experiment aan de universiteit van 
Grenoble met twee groepen van ongeveer 100 eerstejaars wiskunde, natuurkunde en scheikunde, 
beschreven in Alibert & Grenier & Legrand & Richard (1986). De lessen werden gedurende het hele 
eerste jaar in een normale collegezaal gegeven. Aan de studenten werd gevraagd om zelf vermoedens 
te formuleren en in onderlinge discussies uit te maken o f ze waar zijn. Ze beschrijven hoe dit in zijn 
werk ging (blz. 225):
"First step: the teacher initiates and organizes the production of scientific statements by the students. These 
are written on the blackboard without any immediate evaluation of their validity.
Second step: the statements are put to the students for consideration and discussion. They come to a 
decision about their validity by taking a vote, with each opinion supported in some way, e.g. by scientific 
argument, by proof, by refutation, by counter-example, etc.
Third step: the statements which can be validated by a full demonstration become theorems, whilst those 
which are established as incorrect are preserved as "false-statements", with a corresponding counter­
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example."
De studenten leveren, in onderlinge discussie, de bewijzen of tegenvoorbeelden. Op deze manier zijn 
de argumenten die het bewijs vormen, bedoeld om medestudenten te overtuigen, en niet om aan de 
docent (die zelf best een bewijs kan geven) te laten zien dat je het ook kunt. Bewijzen krijgt dan voor 
de studenten onderling dezelfde betekenis als het heeft voor professionele wiskundigen.
3.9 Constructivisme en wiskundeonderwijs
Het standpunt dat wiskunde leren constructivistisch van aard is, wordt tegenwoordig door veel wiskun- 
dedidactici gedeeld. Zo vormt het constructivisme een van de grondslagen van het realistisch wiskun­
deonderwijs, zoals dat wordt ontwikkeld door het Freudenthal Instituut. (Zie Lange, J. de (1987), 
Gravemeijer, K. (1994) , Treffers, A. (1987, 1991). De wereldwijde belangstelling voor dit thema 
blijkt onder meer daaruit, dat op het '8th International Congress on Mathematical Education' (ICME 8), 
gehouden in juli 1996 te Sevilla, een van de 'topic groups' gericht was op 'Mathematics teaching from a 
constructivist point of view'. De constructivistische visie op het leren van wiskunde stamt uit het werk 
van Piaget. De Corte, Greer en Verschaffel (1996) stellen vast (blz. 509):
"(. . .) a substantial amount of evidence shows that learning is (. . .) an active and constructive process. 
Learners are not passive recipients of information; rather, they actively construct their knowledge and skills 
through interaction with the physical and social environment and through reorganization of their own mental 
structures."
Binnen het constructivisme onderscheidt men een radicale stroming, die de mening is toegedaan dat 
alle kennis een subjectieve cognitieve constructie is van de lerende, en niet de weerspiegeling is van 
een objectieve realiteit (Von Glasersfeld (ed) 1991). Deze opvatting roept de vraag op hoe individuele 
processen van kennisconstructie ertoe kunnen leiden dat leerlingen gemeenschappelijke wiskundige 
kennis en vaardigheden ontwikkelen. De Corte e.a. (1996) schrijven hierover (blz. 510):
"The solution of this problem derives from another basic assumption that has received progressively more 
attention in constructivism (. . .) , that learning is a social process. (. . .) (In other words,) social interaction 
is considered essential for learning, with individual knowledge construction occurring through the processes 
of interaction, negotiation, and collaboration, through which learners become accultured members of a 
mathematical community and culture. As a result, common meanings, knowledge, and practises are develo­
ped by the community members."
De Corte e.a. merken op dat in hun ogen niettemin de mogelijkheid blijft bestaan dat leerlingen 
individueel kennis ontwikkelen, hoe belangrijk sociaal contact ook moge zijn.
In een van de lezingen in de 'topic group' van het ICME te Sevilla die gewijd was aan het constructivis­
me, presenteerden Tadao Nakahara en Masataka Koyama (Nakahara & Koyama, 1996), verbonden aan 
de Faculty o f Education van de Universiteit van Hiroshima, een benadering van wiskundelessen die 
kinderen in staat moet stellen actief wiskundekennis - wiskundige begrippen, principes, regels, enz. - te
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construeren, vanuit een sociaal constructivistische visie. Zij benadrukken dat hun opvatting van con­
structivisme verschilt van 'radicaal constructivisme', omdat elke leerling weliswaar zelf kennis op­
bouwt, maar dat doet in overleg met anderen. In dit overleg wordt overeenstemming bereikt over de 
vraag welke wiskunde-kennis levensvatbaar is en door de groep wordt geaccepteerd. Ieder individu 
bouwt aan zijn of haar eigen kennis, in overleg met de groep, totdat een formulering bereikt is waarmee 
iedereen van die groep kan instemmen. Eigen constructie en groepsovereenstemming zijn niet met 
elkaar in tegenspraak, maar vullen elkaar aan. Zij vatten dit samen in de volgende vier principes:
"PC1. Mathematical knowledge is constructed and acquired actively by the subject of recognition. It 
is not acquired by transmission or discovery. Enforcement by others becomes detrimental to 
constructive activity.
PC2. Mathematical knowledge is constructed by thinking activities reflectively. It is then corrected
and refined through social interaction.
PA1. Viable mathematical knowledge is agreed in groups and becomes inter-subjective knowledge.
PA2. Whether or not inter-subjective mathematical knowledge is correct is determined upon agree­
ment."
In PC1 benadrukken zij de actieve rol van de lerende; deze bouwt zijn eigen wiskunde. Wiskunde kun 
je niet kant en klaar door derden aangereikt krijgen en is ook niet te vinden door maar goed te zoeken. 
Ingrepen door derden op basis van ongemotiveerde autoriteit zijn nadelig, schadelijk voor het opbou­
wen van de kennis.
In PC2 geven ze aan welke middelen het meest van belang zijn bij deze constructie van de eigen 
kennis. In eerste instantie is dat reflectie, zoals die ook beschreven is door Korthagen & Lagerwerf: 
terugkijken op je ervaringen en proberen daar structuur in te brengen. In tweede instantie is dat 
constructieve interactie, overleg met de groep waarin je leert. Individuele reflectie en constructieve 
interactie wisselen elkaar af en vullen elkaar aan.
In PA1 en PA2 wordt het kenmerkende aspect van hun variant van sociaal constructivisme geformu­
leerd. De groep bepaalt welke kennis levensvatbaar (viable) is en welke niet. De groep bepaalt ook of 
die levensvatbare kennis correct is of niet. Kennis wordt met anderen gedeeld, zoals ook Bell naar 
voren bracht. "Agreement" is wezenlijk: met elkaar tot overeenstemming komen. Het groepsoverleg 
moet tot resultaat hebben dat elk afzonderlijk lid van de groep met de conclusies kan instemmen. Zij 
noemen hun variant dan ook 'assentive constructivism', dat wil zeggen: constructivisme waarin de 
leden van een groep proberen met elkaar tot overeenstemming te komen.
Nakahara en Koyama presenteerden in hun lezing een model dat als kader kan dienen voor de voorbe­
reiding van lessen volgens een constructivistische benadering. Hoewel zij daarbij vooral dachten aan 
rekenonderwijs op basisscholen, kan het ook inspiratie bieden voor wiskundeonderwijs. Het model 
bestaat uit de volgende fasen van onderwijs-leer-activiteiten:
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"Pi Being Conscious
The first step consists of children's encounter with the source that generates mathematical 
knowledge which they try to construct. Here they become conscious of problems and give an 
outlook for a solution.
P2. Being Operational
The second step consists of operational activities looking for a solution based upon the above­
mentioned outlook and formation of a prototype of knowledge which is to be constructed.
The activities mentioned herein center on concrete operation, but include mental operation and 
symbolical operation as well.
P2.5 Being Mediative
Being mediative is a flexible step which is set up according to teaching contents and children, 
where necessary. A variety of learning activities are set according to children's actual conditi­
on. Children make results of the second step public in a class. Questions having a new content 
are tackled and activities similar to the operational step are performed, though they are associ­
ated with the original question. And sometimes some portion of the essential part of correspon­
ding knowledge is abstracted.
P3. Being Reflective
Being reflective is a step at which mathematical abstraction is performed by looking back on 
activities in the operational and mediative steps and mathematical knowledge is constructed. In 
this step, what counts are reflective thinking, in particular equalization, idealization, and 
realization.
P4. Making Agreement
This step examines the mathematical knowledge that was constructed in the reflective step, by 
discussion in a classroom. Viable knowledge is agreed in this way."
In het plaatje dat ze bij dit leerproces tekenen, nemen ze ook een feedback functie op:
Pl:  Being 
Conscious
P2: Being 
Operational
P2.5: Being 
Mediative
P3: Being 
Reflective
"7k
P4: Making 
Agreement
Figuur 3
Reflectief denken treedt uiteraard voornamelijk op in P3, maar ook in P2, P2.5 en P4; constructieve 
interactie vindt voornamelijk plaats in P3 en P4, maar ook in P1, P2 en P2.5.
De principes van het assentief constructivisme leveren criteria die voor mijn onderzoek bruikbaar zijn. 
Ik vat ze daarom, ter afsluiting van deze paragraaf, in mijn eigen woorden samen.
V ijf principes van assentief constructivisme, toegepast op wiskundeonderwijs
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1. Leerlingen bouwen zelf hun eigen wiskunde, vertrouwend op hun eigen denken, door te reflecteren 
op hun ervaringen. Bemoeienis van anderen die gebaseerd is op autoriteit, schaadt het bouwwerk.
2. Het bouwen van hun eigen wiskunde gebeurt samen met medeleerlingen en docent, in constructief 
overleg. Daardoor wordt het eigen bouwwerk van de leerlingen in overeenstemming gebracht met 
de eisen en gebruiken van de maatschappij.
3. Elk individu deelt zijn nieuw verworven inzichten met de groep. De groep bepaalt welke inzichten 
levensvatbaar zijn. De groep bepaalt ook welke inzichten correct zijn. Individuele kennis wordt zo 
gemeenschappelijke kennis.
4. Het leerproces dat leerlingen doormaken, kan schematisch in de volgende vijf fasen worden 
ingedeeld:
1. V ertrouwd raken met het onderwerp.
2. Experimenteel onderzoek doen.
3. Met elkaar praten over de bevindingen van het onderzoek en overleggen over aanvul­
lende experimenten.
4. Zelf nadenken over wat je  eruit kunt leren.
5. Met elkaar tot overeenstemming komen en beslissen wat voortaan als vaststaand wordt 
aangenomen.
5. De leraar stuurt het leerproces nooit op basis van autoriteit zonder meer. Tijdens het leerproces is 
hij of zij terughoudend en slechts op de achtergrond aanwezig. De middelen die de leraar ter be­
schikking staan, zijn:
- keuze van de onderwerpen die de leerlingen bestuderen;
- organiseren van discussies tussen leerlingen;
- bevorderen dat de vijf leerfasen zorgvuldig en bewust worden doorlopen;
- overzicht houden op langere termijn zodat het juiste moment van ingrijpen kan wor­
den afgewacht.
Deze vorm van sociaal constructivisme biedt een goede achtergrond om één van de werkvormen die 
wij in de KUN-cursus voor scholieren hebben toegepast - het eigen leerlingonderzoek - te plaatsen. In 
het volgende hoofdstuk kom ik daarop terug.
3.10 Onderzoeksgebiedjes voor leerlingen
Maria Bartolini, hoogleraar aan de universiteit van Modena in Italië, vertelde in haar lezing op het 
ICME te Sevilla, getiteld 'Drawing instruments, historical and didactical issues', hoe zij historische 
tekeninstrumenten gebruikt, om haar studenten te leren bewijzen. Het apparaat in figuur 4 is
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daar een voorbeeld van.
De lijnstukjes in het plaatje zijn in werkelijkheid staafjes die 
aan elkaar zijn bevestigd in de punten A t/m F. De hele 
constructie ligt in één vlak. De vierhoek ABCD  kan scharnie­
ren, de driehoeken zijn natuurlijk star. Alleen in A is de con­
structie vastgemaakt aan een plank, zó dat zij in het vlak van 
de plank vrij om A kan draaien. In E  is een 'volgpen' beves­
tigd, in F  een tekenpen. De studenten krijgen het apparaat in 
handen zonder enige verdere toelichting. De eerste opdracht 
is:
Beschrijf het apparaat zó, dat een ander alleen met jouw
beschrijving het kan namaken.
Deze opdracht vraagt om een zeer nauwgezette bestudering van het apparaat, door te meten met lineaal 
en gradenboog, o f door bijzondere toestanden te bekijken, zoals in figuur 5.
Het vraagt heel wat experimenteel onderzoek en overleg, zo 
leert de praktijk, voordat de studenten doorzien dat er staafjes 
bij zijn van gelijke lengte (namelijk de staafjes AB, DC  en 
D F en ook de staafjes AD, BC  en BE) en dat het apparaat 
kennelijk is opgebouwd uit een parallellogram en twee 
gelijkbenige driehoeken. Die gelijkbenige driehoeken hebben 
bovendien tophoeken van gelijke grootte. Daarmee is een 
goede beschrijving gegeven. Een volgende opdracht is:
Figuur 5
Welke regelmatigheden zie je, die voor èlke toestand gelden?
In groepjes gaan de leerlingen op zoek. Daarbij is het feit dat zij echt met het tekenapparaat kunnen 
experimenteren, van groot belang. Uiteindelijk ontdekken zij, dat in iedere toestand de 
lijnstukken AE  en A F  even lang zijn en bovendien dat hoek 
EAF  in elke toestand even groot is als de hoeken CBE en 
CDF. (Figuur 6) Door te manipuleren met het concrete appa­
raat hebben zij zich goed vertrouwd gemaakt met de gege­
vens; bovendien hebben ze zelf de regelmatigheden gevon­
den en daarmee voor zichzelf het probleem gesteld.
Vervolgens staan de leerlingen voor de taak datgene wat ze 
aan het apparaat hebben geconstateerd, te vertalen in een 
wiskundig probleem en dat vervolgens op te lossen volgens 
de spelregels die gelden in de wiskunde-wereld.
Bartolini benadrukt dat bewijzen wezenlijk deel uitmaakt van 
een groter geheel, en dus ook niet los daarvan kan 
worden onderwezen. Ze kenmerkt dat geheel als
verkennen - vermoedens uitspreken - argumenten geven - bewijzen.
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Pas wanneer de leerlingen zich bewust zijn van de plaats van bewijzen binnen dit geheel, begrijpen zij 
de zin en betekenis van bewijzen.
Een ander tekenapparaat, ook gebruikt door Bartolini, is de 
'cirkelinversor van M. Peaucellier'(figuur 7). In het boekje 
'How to Draw a Straight Line' van Kempe (1977) staan beide 
tekeninstrumenten, en nog een aantal andere, beschreven. De 
lijnstukken in het plaatje stellen weer staafjes voor. Deze zijn 
in P, Q, R  en S  scharnierend aan elkaar bevestigd; in A en B  
zijn de staafjes scharnierend aan een plank bevestigd. In P  zit 
een pen. Wanneer je R  beweegt, beschrijft P  een rechte lijn. Figuur 7 
Het is aan de studenten om uit te zoeken hoe dat komt en
daar een bewijs voor te leveren. Deze opdracht kan heel goed gecombineerd worden met een 
onderzoeksopdracht over cirkelinversie, waarin gebruik wordt gemaakt van het meetkunde-computer- 
programma CABRI, zoals ik met mijn eigen studenten heb gedaan. (Zie bijlage 1 in hoofdstuk 8.)
Door deze tekeninstrumenten te onderzoeken, krijgt bewijzen niet alleen de juiste plaats in de keten die 
Bartolini noemt, maar wordt voor de studenten ook de relatie tussen leefwereld en wiskundewereld 
duidelijk. Immers de tekenapparaten bestaan uit echte staafjes en scharnieren; je kunt ze vastpakken en 
ermee experimenteren. Het bewijs kun je echter pas leveren nadat je een wiskundig model hebt 
gemaakt. Bij de onderzoeksopdracht met CABRI is het noodzakelijk het onderscheid tussen wiskunde 
en representaties daarvan in het oog te houden. Onderzoekjes door leerlingen o f studenten bieden 
derhalve alle gelegenheid om te leren bewijzen, in de ware wiskundige zin.
In de keten verkennen - vermoedens uitspreken- argumenten geven - bewijzen zijn de eerste drie 
schakels vormen van 'inductief denken'; alleen de laatste schakel, bewijzen, is 'deductief denken'. Polya 
(1954) gebruikt in plaats van 'inductief denken' en 'deductief denken' ook wel de termen 'plausible 
reasoning' en 'demonstrative reasoning'. In het voorwoord van zijn boek 'Mathematics and Plausible 
Reasoning' zegt hij hierover (blz. V):
"Everyone knows that mathematics offers an excellent opportunity to learn demonstrative reasoning, but I 
contend also that there is no other subject in the usual curricula of the schools that affords a comparable 
opportunity to learn plausible reasoning."
En een paar regels verder (blz. VI):
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"Mathematics is regarded as a demonstrative science. Yet this is only one of its aspects. Finished mathema­
tics presented in a finished form appears as purely demonstrative, consisting of proofs only. Yet mathema­
tics in the making resembles any other human knowledge in the making."
Wiskundeonderwijs heeft dus goede mogelijkheden om bij leerlingen een onderzoekende houding te 
stimuleren. Naar mijn mening worden die mogelijkheden veel te weinig benut. De opgaven die de 
leerlingen op school krijgen aangeboden, zijn voor het overgrote deel afgeronde eenheden, die, nadat 
ze zijn geconsumeerd, de leerlingen niet tot verdere activiteit uitnodigen.
Ook in een aanpak, waarin bewijzen in verband wordt gebracht met inductief denken, zoals Bartolini 
doet, is het gevaar van het aanbieden van afgeronde, niet tot verdere activiteit prikkelende sommen, 
aanwezig.
Ik ga weer te rade bij Polya. Het zoeken naar een bewijs is een vorm van probleem oplossen. Alom 
bekend en geaccepteerd zijn de vier fasen die hij in 'How to solve it' (Polya, 1945, blz. XV1-XVII) 
aangeeft bij het oplossen van een probleem:
" 1. understanding the problem;
2. devising a plan;
3. carrying out the plan;
4. looking back."
Bij de vierde stap gaat het erom de oplossing die je gevonden hebt, te onderzoeken. Polya geeft als 
voorbeeld:
"Can you check the result? Can you check the argument? Can you derive the result differently? Can you see 
it at a glance? Can you use the result, or the method, for some other problem?"
Voor Polya is het verhaal niet afgelopen wanneer het bewijs gegeven is, maar hij zoekt naar verbete­
ringen, naar nieuwe mogelijkheden, naar nieuwe problemen die nu misschien ook kunnen worden 
opgelost. Het geheel van 'verkennen - vermoedens uitspreken - argumenten geven - bewijzen' wordt 
voortgezet in het zoeken naar vervolgproblemen waarop de cyclus opnieuw wordt toegepast. Het 
samenspel van vragen opwerpen en proberen deze te beantwoorden, is kenmerkend voor onderzoek. - 
Door leerlingen de gelegenheid te bieden goede vervolgvragen te stellen nadat ze een opgave hebben 
opgelost, kunnen zij een onderzoekende houding ontwikkelen.
Onder die vervolgvragen kunnen we, in navolging van Polya (1973) drie belangrijke typen onder­
scheiden:
- vervolgvragen die geïnspireerd worden door het streven naar verruiming, krachtiger maken van 
het gevonden resultaat (generalisatie);
- vervolgvragen die ontstaan door nader in te gaan op een bijzonder geval (specialisatie);
- vervolgvragen die voortkomen uit het zoeken naar toepassingen van de gevonden resultaten in 
situaties die op de onderzochte gevallen lijken (analogie).
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Een goede vervolgvraag bij het tekenapparaat van Bartolini 
krijg je bijvoorbeeld door de voorwaarde dat de twee drie­
hoeken op de zijden van het parallellogram gelijkbenig zijn, 
te laten vervallen (zie figuur 8).
In deze figuur zijn de driehoeken BEC  en DCF  gelijkvor­
mig. In iedere toestand van het parallellogram ABCD  is AE  :
AF  = BE  : BC  = DC  : D F  en is hoek EAF  even groot als de 
hoeken EBC  en CDF. (Anders gezegd: driehoek EAF  is 
gelijkvormig met de driehoeken EBC  en CDF in iedere toe­
stand van het parallellogram.) Door het punt A vast te hou­
den, in E  een volgpen en in F  een tekenpen te plaatsen kun je 
met dit apparaat figuren natekenen en ze tegelijkertijd 
vergroten en verdraaien. (In dit geval is de vergrotingsfactor 
4/3 en de rotatiehoek 20o.)
Een van de belangrijkste voorwaarden voor leerlingonderzoek is een geschikt onderzoeksterrein: een 
geheel van problemen die uit elkaar voortvloeien, die met elkaar verweven zijn. Het terrein moet 
zodanig zijn dat de leerlingen liefst een aantal malen een antwoord kunnen vervolgen met nieuwe, door 
henzelf gestelde vragen. Ik zal mijn gedachten over leerlingonderzoek in een geschikt onderzoekster­
rein verduidelijken met een voorbeeld, waarvan ik uit ervaring (met leerlingen uit een 3 VWO klas) 
weet dat het werkt. Het onderzoeksterrein heb ik de naam 'ruitenmozaïeken' gegeven. Dit onder­
zoeksterrein biedt ruime mogelijkheden voor het stellen van vervolgvragen door middel van generalisa­
tie en enkele mogelijkheden voor vervolgvragen door middel van specialisatie. Het is noodzakelijk dat 
de leerlingen het begrip 'ruit' kennen als een wiskundig begrip. Verder dienen ze de op hoeken 
gedefinieerde begrippen 'sinus', 'cosinus' en 'tangens' te kennen; ook dienen ze de oppervlakte van een 
ruit te kunnen berekenen, op meerdere manieren.
Als start krijgen de leerlingen het volgende plaatje (figuur 9).
Er wordt bij gezegd dat de binnenste ring van deze figuur is opge­
bouwd uit 9 congruente ruiten die allemaal één gemeenschappelijk 
hoekpunt hebben. Om die binnenste ring ligt een tweede ring van 
ruiten. De lengte van de zijden van alle ruiten bedraagt 1 lengte- 
eenheid.
Startvragen, bedoeld om thuis te raken in het onderzoeksterrein, 
kunnen zijn:
Figuur 9
1. Bereken de grootte van de hoeken van de ruiten.
2. Bereken de oppervlakte van de beide typen ruiten.
3. Bereken de lengte van de diagonalen van beide typen ruiten.
Figuur 8
Vraag 1 leidt tot eenvoudige hoekberekeningen. De hoeken van de ruiten in de tweede ring kunnen
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echter ook handig worden berekend, door te letten op de setjes evenwijdige lijnstukken in de ruitenk- 
ransen. Dat zou er al toe kunnen leiden dat de leerlingen een verband opmerken.
Vraag 2 kan meerdere, ogenschijnlijk verschillende uitkomsten opleveren. Als we benaderingen met de 
rekenmachine buiten beschouwing laten, dan zouden de leerlingen voor de oppervlakte van de ruiten in 
de binnenste ring als antwoord kunnen geven: 2- sin(20°)-cos(20°), maar ook: sin(40o); voor de opper­
vlakte van ruiten in de buitenste ring zouden die antwoorden kunnen zijn:
2- sin(40o)-cos(40o) en sin(80o)
Al generaliserend zou dit tot het vermoeden kunnen leiden dat voor elke x  e [0;90] het volgende 
verband geldt: 2- s in ^ - c o s ^ )  = s i^ ^ x T ). Dit vermoeden kun je testen (een vorm van specia­
liseren) in verschillende concrete gevallen, en ook gemakkelijk bewijzen door te kijken naar een 
geschikte ruit.
Vervolgens krijgen de leerlingen een tweede plaatje 
(zie figuur 10):
Deze figuur biedt de leerlingen verschillende mogelijkheden 
tot vervolgvragen, zoals:
- Hoe groot zijn de hoeken van de ruiten in de derde en 
vierde krans?
- Zie je een regelmaat in de hoekgroottes van de ruiten in 
de opeenvolgende kransen? Kun je die regelmaat ook op 
een makkelijker manier verklaren dan door stug rekenen? Figuur 10 
(De oplossing hiervoor is te vinden door te letten op de
setjes van evenwijdige lijnstukjes.)
- De buitenrand van de ruitenfiguur lijkt wel een regelmatige veelhoek. Is dat ook echt zo?
(Om dit te bewijzen moet je eerst vaststellen wat de definitie is van 'regelmatige veelhoek'.)
- De straal van die regelmatige veelhoek kun je op twee verschillende manieren berekenen. Daaruit 
kun je een opmerkelijke gelijkheid vinden:
2-cos(20o) + 2-cos(60o) =1+ 2-cos(40o) + 2- cos(80o)
Kun je dit verband generaliseren?
- Je kunt ook de oppervlakte op twee verschillende manieren berekenen. Dan vind je misschien de 
volgende betrekking:
sin(40o) + sin(80o) + sin(120o) + sin(160o) = 1/2tan(80o)
- Als je begint met 9 startruiten en daaromheen steeds nieuwe kransen van ruiten legt, totdat er geen 
inspringende hoeken meer zijn, dan krijg je een regelmatige 18-hoek, opgebouwd uit 4 kransen. 
Hoe is dat, als je begint met een ander aantal startruiten?
Probeer hierover vermoedens te formuleren.
Hoe meer vervolgvragen er voor handen zijn, hoe groter de kans is dat leerlingen ertoe komen zelf zo'n 
vervolgvraag te bedenken.
Een paar extra plaatjes van ruitenmozaïeken kunnen hen daarbij helpen (zie figuur 11).
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Figuur 11
Nieuwe vervolgvragen liggen voor de hand:
- Klopt de buitenrand met je verwachtingen?
- Kun je nu een algemene uitspraak doen over het verband tussen het aantal ruitenkransen en het 
aantal startruiten?
- En over het verband tussen de buitenrand en het aantal startruiten?
Deze vervolgvragen komen voort uit generalisatie. Ook vervolgvragen door specialisatie zijn mogelijk:
- Je ziet dat in één van beide mozaïeken vierkanten voorkomen. In welke ruitenmozaïeken gebeurt 
dat nog meer?
- De buitenste krans en de binnenste krans van de mozaïek die met acht startruiten begint, bestaan 
uit dezelfde ruiten. Kun je dat verklaren? Bij welke ruitenmozaïeken gebeurt dat nog meer.
Een andere generalisatie is:
- Denk nog eens aan het al eerder gevonden verband:
2-cos(20°) + 2-cos(60o) =1+ 2-cos(40o) + 2- cos(80o)
Kun je dit verband nu generaliseren?
Het onderzoeksterrein 'ruitenmozaïeken' is een voorbeeld van een samenhangend geheel van onderling 
verweven vragen, dat het leerlingen mogelijk maakt zelf een aantal keren een opgelost probleem te 
laten vervolgen met een door henzelf ingebrachte interessante vraag, die ook nog met succes kan
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worden aangepakt en tot een oplossing gebracht. Op die manier kan de cyclus 'verkennen, vermoedens 
uitspreken, argumenten geven, bewijzen' ingebracht worden in het nog grotere geheel van 'een onder­
zoek doen'. Generalisatie is de meest voor de hand liggende weg om tot vervolgvragen te komen. Ook 
specialisatie leidt soms tot nieuwe inspiratie voor het onderzoek. Analogie is voor de leerlingen in dit 
stadium nog geen bruikbaar middel; ik althans zie er, niet alleen in dit onderzoeksterrein, geen toepas­
singen voor die binnen het bereik van leerlingen liggen.
3.11 Samenvatting en afronding
In dit hoofdstuk heb ik Thales van Milete, op gezag van Van der Waerden, beschreven als degene die 
als grondvester van de meetkunde kan worden beschouwd. Niet omdat hij als eerste bewees dat elke 
cirkel door zijn diameter in twee gelijke delen wordt verdeeld, o f dat in elke gelijkbenige driehoek de 
twee basishoeken gelijk zijn, maar omdat hij probeerde meetkundige problemen op te lossen door ze te 
beschouwen als onderdeel van een logisch geheel dat uit de leefwereld is geabstraheerd. Thales was 
daarmee, voor zover bekend, de eerste die wiskundige problemen op twee verschillende niveaus 
aanpakte: op het niveau van de leefwereld en op het niveau van de wiskundige theorie. Deze indeling 
in niveaus wordt tegenwoordig door verschillende mensen, ieder met hun eigen termen, onder woorden 
gebracht. In hoofdstuk 2 heb ik Van Hiele en Lagerwerf & Korthagen genoemd, die spreken van het 
nulde, eerste en tweede niveau, o f het visuele, beschrijvende en theoretische niveau. In dit hoofdstuk 
heb ik David Tall genoemd, die 'elementary' en 'advanced mathematical thinking' onderscheidt. Ook 
heb ik Levelt genoemd, die spreekt van wiskunde als pure wetenschap en van het knutselniveau. Met 
'wiskunde' bedoel ik in dit proefschrift het 'theoretische niveau' (Van Hiele), het niveau van 'advanced 
mathematical thinking' (Tall), 'wiskunde als pure wetenschap' (Levelt). Daarnaast heb ik benadrukt dat 
je de grens tussen wiskunde en leefwereld (Freudenthal), en ook de grens tussen wiskunde en represen­
taties (Van Hiele) goed in het oog moet houden. Aan het eind van het hoofdstuk heb ik ook nog Polya 
geciteerd, die benadrukt dat wiskunde de gelegenheid biedt zowel 'demonstrative reasoning' als 
'plausible reasoning' te leren. In het kader van de KUN-cursus voor 5 VWO heb ik ervoor gekozen 
deze niveaus aan te geven door de grenzen tussen leefwereld, wiskunde en representaties te benadruk­
ken, omdat ik daarmee het best kon voortbouwen op de schoolpraktijk en inspelen op het gebruik van 
de computer als hulpmiddel bij wiskundig onderzoek.
Deze indeling in niveaus, die voor het bedrijven van wiskunde verhelderend is, is ook van toepassing 
op andere wetenschappelijke disciplines, bijvoorbeeld op de discipline 'didactiek van wiskunde', zoals 
ik in hoofdstuk 2 heb geschreven.
Vervolgens heb ik in de literatuur gezocht naar opvattingen over de zin en betekenis van bewijzen. Ik 
heb consequent de woorden 'zin en betekenis' in één adem genoemd, omdat Van Dale bij 'zin' de 
verklaring 'betekenis' geeft en omgekeerd en ik toch het gevoel heb dat noch 'zin', noch 'betekenis' de 
frase 'zin en betekenis' geheel kunnen vervangen. Bell stelt vast dat bewijzen drie functies heeft: 
verificatie, inzicht geven en systematisch ordenen van stellingen in een groter geheel. Een bewijs kan 
leiden tot de overtuiging dat een bepaald vermoeden waar is; deze overtuiging kan echter ook op 
andere gronden ontstaan, bijvoorbeeld door enkele voorbeelden. Meestal gaat de overtuiging van het 
waar zijn vooraf aan het geven van een presentabel bewijs.
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Vanuit diverse hoeken (Bell, studiecommissie wiskunde B VWO, Gila Hanna, Manin) klinkt de 
opmerking dat niet met uitsluitend objectieve maatstaven kan worden vastgesteld o f een bewijs correct 
is of niet. Een bewijs is immers tot een bepaalde groep gericht en moet daarom voor deze groep 
verstaanbaar en overtuigend zijn.
Een bewijs van een stelling is, strikt genomen, een afleiding vanuit axioma's, definities, postulaten en 
reeds eerder bewezen stellingen. In de praktijk haakt men echter aan op een plaats in het wiskunde- 
bouwwerk die is afgestemd op de personen tot wie het bewijs is gericht. Freudenthal heeft hiervoor het 
begrip 'lokaal ordenen' gebruikt. De term 'lokaal' heeft niets te maken met meer of minder streng zijn 
van een bewijs: ook een lokaal bewijs moet logisch correct zijn.
Een punt van belang bij het leren bewijzen is de vaktaal. Ik sluit mij aan bij Van der Aalsvoort & Van 
der Leeuw, om nogmaals aan te geven dat wiskunde ook op dit punt volledig in de pas loopt met 
andere wetenschappen.
Op basis van een overzicht van buitenlands onderzoek naar resultaten van onderwijs in bewijzen kun je 
concluderen dat de wijze van opschrijven van een bewijs (in twee kolommen of met een stroomdia­
gram) voor leren bewijzen niet cruciaal is. Wezenlijk lijkt dat bewijzen voor leerlingen een zin-en- 
betekenisvolle bezigheid is, en niet een loos ritueel. Alibert & Thomas noemen als mogelijkheid het 
'wetenschappelijk debat', zoals zij aan de universiteit van Grenoble hebben ervaren. Maria Bartolini 
heeft goede ervaringen opgedaan met onderzoek door studenten aan oude tekenapparaten, zoals de 
cirkelinversor van Peaucellier. Zelf heb ik goede ervaringen in een 3 VWO klas met het onderzoeksge- 
biedje 'ruitenmozaïeken'.
Onderzoek is een samenspel van vragen opwerpen en beantwoorden. In veel wiskundeonderwijs wordt 
de kunst van vragenstellen niet geleerd. In zulk onderwijs lijkt het erop dat wiskunde slechts bestaat uit 
zoeken naar antwoorden op vragen die je door een ander worden voorgelegd. Polya geeft aan de 
onderzoekscyclus vorm, met name door de vierde en laatste van zijn stappen bij het oplossen van een 
probleem: 'looking back'. Elk antwoord kan leiden tot een nieuwe vraag. Polya noemt drie wegen 
waarlangs je tot zo'n nieuwe vraag kunt komen: generalisatie, specialisatie en analogie.
Het sociaal constructivisme biedt een algemeen kader waarbinnen bovenstaande opvattingen passen. 
Vooral de variant 'assentief constructivisme' spreekt mij daarin aan. Deze biedt een kader voor het 
leerlingonderzoek, een van de wegen waarlangs wij de leerlingen hebben willen leren bewijzen in de 
beide experimentele cursussen.
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Hoofdstuk 4: Het ontwikkelen van cursus 1
4.1 Inleiding
De ontwikkelingsactiviteiten voor de eerste experimentele cursus hebben zich op drie terreinen 
afgespeeld. Op de eerste plaats moesten er lesteksten geschreven worden die een inleiding in de 
wiskunde van dynamische processen en fractals voor de leerlingen zouden bieden. Op de tweede plaats 
diende het eigen onderzoek van de leerlingen te worden voorbereid en vormgegeven. Ter onder­
steuning van de lesteksten en het leerlingonderzoek werden bovendien twee computerprogramma's 
ontwikkeld. Ik begin dit hoofdstuk met een overzicht van de eerste twee cursussen - de 'aanloopcursus' 
en 'cursus 1', de eerste experimentele cursus - en een beschrijving van de werkvorm die wij voor het 
leerlingonderzoek hebben gekozen. De beide computerprogramma's komen slechts zijdelings ter 
sprake.
Daarna beschrijf ik het onderwijskundige concept 'krachtige leeromgeving' zoals dat voorkomt in het 
onderzoeksprogramma van UNILO en betoog ik dat het geheel van lessen, leerlingonderzoek en 
computerprogramma's een krachtige leeromgeving is voor leren bewijzen.
Tenslotte formuleer ik de definitieve vraagstelling van dit onderzoek.
4.2 De lesteksten van cursus 1
Voor mijn onderzoek zijn de eerste drie schooljaren waarin een cursus 'Hogere Wiskunde voor leer­
lingen van 5 VWO' is gegeven, van belang. De eerste cursus, in '94 - '95, hebben we beschouwd als 
een aanloopcursus. Deze diende om ervaring op te doen met de leerstof. De daaropvolgende cursus, in 
'95 - '96, is de eerste experimentele cursus, de cursus van '96 - '97 de tweede. In dit hoofdstuk bespreek 
ik alleen de eerste experimentele cursus (cursus 1). Daarbij verwijs ik soms naar de aanloopcursus van 
'94 - '95. Ook de hoofdstukken 5 en 6 zijn gebaseerd op de ervaringen met cursus 1. De tweede 
experimentele cursus ('cursus 2') komt ter sprake in de hoofdstukken 7, 8 en 9.
Wij hebben met de cursussen drie doelstellingen nagestreefd. Deze heb ik in hoofdstuk 1 al genoemd. 
Ik herhaal ze nog eens:
a. de leerlingen inwijden in fractalwiskunde;
b. de leerlingen leren bewijzen;
c. de leerlingen oriënteren op een vervolgstudie wiskunde (of een andere exacte studie).
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Mijn onderzoek heeft betrekking op doelstelling b. Veel van de ontwikkelactiviteiten van de cursus 
hebben te maken met doelstelling a. en vallen daarom buiten het bestek van dit onderzoek. Om hiervan 
toch een indruk te geven heb ik de lesinhouden van de aanloopcursus en van cursus 1 in een aantal 
trefwoorden naast elkaar gezet. Er komen misschien termen in voor die voor een enkele lezer zonder 
betekenis zijn. Bij de beschrijving en analyse van de leerlingonderzoekjes in hoofdstuk 5 komen 
sommige van die termen opnieuw aan de orde; daar zal ik er dieper op ingaan. Alleen al door de 
hoofdlijnen van de cursussen in een tabel naast elkaar te zetten, kun je een indruk krijgen van de 
inhoud van beide cursussen en de verschillen ertussen. Les 1 van cursus 1 heb ik in zijn geheel als 
bijlage toegevoegd. (Zie bijlage 2.)
Aanloopcursus (’94 -’95) Cursus 1 (’95 - ’96)
Les 1, 14 sept
Inleiding in de opzet van de cursus. Definitie zeef van 
Sierpinski als oneindige doorsnede. Begin van de Can­
torverzameling. Zelfgelij kvormigheid.
Voortoets, 13 sept
Les 2, 21 sept
Cantorverzameling. De drietallige schrijfwijze en een al­
goritme om ternaire namen te vinden.
Les 1, 20 sept
De zeef van Sierpinski, de Cantorverzameling, adressen. 
Onderzoek: Inleiding in de driehoek van Pascal.
Les 3, 5 okt
Cantorverzameling en de ternaire schrijfwijze. De zeef 
van Sierpinski, beschreven met binaire coördinaten.
Les 2, 4 okt
De drietallige schijfwijze, adressen van getallen, seg- 
mentschakelingen.
Onderzoek: Pascal brainstorm.
Les 4, 2 nov 
De driehoek van Pascal.
Les 3, 1 nov
Afbeeldingen, transformaties in M2 
Onderzoek: Pascal symposium.
les 5, 16 nov
Introductie IFS, computerpracticum met 'IFS laboratori­
um'.
Les 4, 15 nov
Introductie IFS, Sierpinski-IFS, Cantor-IFS, introductie 
IFS-laboratorium, Sierpinski invariant onder Sierpinski- 
IFS.
Onderzoek: Verslag inleveren.
Les 6, 7 dec
Vervolg IFS computerpracticum.
Les 5, 29 nov
Fractals maken met een IFS, het eiland van Koch, de 
varen van Barnsley.
Onderzoek: Pascal nabespreken. IFS opdracht.
Les 7, 21 dec 
Complexe getallen.
Les 6, 13 dec
Rijen van getallen, limiet van een getalrij, meetkundige 
rijen, vaste punten-stelling voor contracties.
Onderzoek: IFS brainstorm.
Les 8, 18 jan 
Complexe getallen.
Les 6a, 10 jan 
Huiswerkbespreking, 
Onderzoek: IFS brainstorm.
Les 9, 1 febr
Dynamische systemen, logistische groei, dekpunten en 
banen, grafische analyse, periodieke banen.
Les 7, 24 jan
Introductie dynamische systemen, grafische analyse, dek- 
punten van eerstegraads functies, aantrekkend of afsto­
tend.
Onderzoek: IFS symposium.
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Les 10, 15 febr
De logistische familie, de reële kwadratische familie
Les 8, 7 febr
Iteratie van de kwadratische familie, periodieke banen, 
chaos, iedere begrensde rij in R / M2 heeft een conver­
gente deelrij, Practicum met Funiter.
Onderzoek: IFS inleveren, aanzet slotonderzoek.
Les 11, 8 maart
De eenvoudigste complexe kwadratische functie, com­
plex worteltrekken, de complexe kwadratische familie
Les 9, 28 febr
De attractor van een IFS, de limiet van een rij verzame­
lingen, iedere begrensde beginverzameling levert bij het 
Sierpinski-IFS de Sierpinskiverzameling, de attractor van 
een IFS.
Onderzoek: IFS nabespreken, keuze onderwerp sloton­
derzoek.
Les 12, 22 maart
Onderzoek: Start eigen onderzoekjes.
Les 10, 13 maart 
Complexe getallen.
Onderzoek: Individuele begeleiding.
Les 13, 5 april
Onderzoek: Werken aan eigen onderzoek, individuele 
begeleiding.
Les 11, 27 maart
Iteratie van complexe functies, de complexe kwadrati­
sche familie, Juliaverzamelingen.
Onderzoek: Individuele begeleiding.
Les 14, 26 april
Het tekenen van een Juliaverzameling, met een IFS en 
met de randommethode.
Onderzoek: Werken aan eigen onderzoek, individuele 
begeleiding.
Les 12, 17 april
De Juliaverzameling als limiet van IFS-iteratie, verschil­
lende tekenmethoden voor computerplaatjes van 
Juliaverzamelingen, de Mandelbrotverzameling. 
Onderzoek: Verslag inleveren.
Les 15, 10 mei 
Onderzoek: Presentaties
Natoets, 8 mei
Les 16, 31mei
Afsluiting, computerdemonstraties met Fractint.
Les 13, 15 mei
Presentaties van de slotonderzoeken door de leerlingen.
In vergelijking met de aanloopcursus is cursus 1 op verschillende plaatsen aangepast. Een in het oog 
springend verschil is het leerlingonderzoek; daarop kom ik in de volgende paragraaf apart terug. De 
belangrijkste andere verschillen noem ik hierna.
De driehoek van Pascal. In les 4 van de aanloopcursus is de gelijkenis tussen de driehoek van Pascal en 
de zeef van Sierpinski uitvoerig besproken. In het eindonderzoek door de leerlingen waren de deelbaar- 
heidspatronen van deze driehoek van Pascal een onderzoeksthema. Het verband tussen deelbaarheids- 
kenmerken in de driehoek van Pascal en fractals is verrassend, boeiend en geeft mooie plaatjes. Dit 
verband is voor de deelbaarheid door twee goed te bewijzen. In de aanloopcursus heeft een van de 
docenten dat bewijs tijdens les 4 gedemonstreerd, hetgeen door de leerlingen erg werd geapprecieerd.
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(Zie ook Schalkwijk, L. van (1995)). Voor deelbaarheid door drie, vier, enz. worden de bewijzen 
gecompliceerder en voor leerlingen te moeilijk. In cursus 1 hebben we de driehoek van Pascal gekozen 
als onderzoeksgebied voor de eerste ronde van het leerlingonderzoek. Voor de ervaringen hiermee 
verwijs ik naar hoofdstuk 5.
Logistische groei. In de aanloopcursus een thema in les 9 en 10, in de cursus 1 niet meer besproken, 
omdat de tijd het niet toeliet. Logistische groei is verwant aan de 'kwadratische familie' (komt in 
hoofdstuk 8 aan de orde) en is voor het ontwikkelen van de hoofdlijn niet noodzakelijk.
IFS: Een afkorting voor 'itererend functiesysteem'. In de aanloopcursus hoofdonderwerp in de lessen 5, 
6 en 14. In cursus 1 staan de lessen 1 t/m 6a, 9 en 12 in het teken van IFS en is ook de tweede onder- 
zoeksronde daaraan gewijd. Dynamische processen en itererende functiesystemen zijn twee wiskundi­
ge invalshoeken voor de bestudering van fractals. De eerste leidt het snelst naar Juliaverzamelingen en 
de Mandelbrotverzameling. De tweede invalshoek is algemener en eleganter, maar een bewijs geven 
voor de attractorstelling van IFS-en is een zware opgave. In cursus 1 hebben we een serieuze poging 
gedaan om zo'n bewijs voor de attractorstelling van IFS voor de leerlingen toegankelijk te maken. 
Daarbij kwamen ook leuke en minder zware onderwerpen, zoals het eiland van Koch en de varen van 
Barnsley aan bod. Meetkundige rijen speelden een belangrijke rol. Ook de vaste punt-stelling van 
contracties (les 6 en 6a) kon voor de leerlingen worden behandeld; voor een aantal leerlingen was dit 
een mooie ervaring. Ondanks al deze voorbereidingen bleek toch dat het bewijs van de attractorstelling 
zelf voor de leerlingen erg zware kost was. Bovendien nam het thema IFS zo een al te groot deel van 
de cursus in beslag, waardoor het moeite kostte aan de verwachtingen van de leerlingen te voldoen, 
namelijk inzicht geven in de wiskunde achter de plaatjes die zij als 'fractals' hadden leren kennen.
Dynamische processen. Aanloopcursus: les 9, 10, 11, 12 en 13; cursus 1: les 7, 8 en 11. Minder ruimte 
voor dynamische processen betekent meer aandacht voor IFS.
De computerprogramma's 'IFS-laboratorium' en 'Funiter'. Beide programma's zijn speciaal voor deze 
cursussen geschreven. Als eerste is IFS-laboratorium ontwikkeld. Dit programma heeft in zowel de 
aanloopcursus als cursus 1 een dominante rol gespeeld. In de tweede onderzoeksronde van de cursus 1 
was 'IFS-laboratorium' voor de leerlingen een belangrijk hulpmiddel om greep te krijgen op het 
onderzoeksgebiedje. Het programma 'Funiter' speelde in de aanloopcursus en in cursus 1 slechts een 
bijrol. 'Funiter' is later ontwikkeld, maar is 'IFS-laboratorium' in vormgeving, gebruiksvriendelijkheid 
en mogelijkheden intussen voorbijgestreefd. De beide programma's bieden voor de leerlingen de moge­
lijkheid om greep te krijgen op de leerstof. De algemene theorie kan in concrete voorbeelden worden 
bestudeerd.
De werkvormen. In de aanloopcursus was de dominante werkvorm college geven. (Het kwam voor dat 
bijna de hele middag bestond uit college.) Daarnaast waren er enkele computerpractica. Ook ontstond 
er a f en toe een discussie tussen docent(en) en leerlingen. Aan het slot van de cursus was er ruimte 
voor eigen leerlingonderzoek in kleine groepjes, onder begeleiding van de docenten. Op de één na 
laatste lesmiddag kregen de leerlingen de gelegenheid om de resultaten van hun onderzoek aan de 
medeleerlingen te presenteren. In de cursus 1 werd aan de colleges paal en perk gesteld: alleen de
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laatste 45' van elke middag. Daarnaast was er huiswerkbespreking, zelfstandig werken alleen of samen, 
computerpractica en de activiteiten rondom de leerlingonderzoekjes: brainstorm, symposium en 
slotpresentaties.
Cursusduur. De aanloopcursus bestond uit 16 lessen, de tweede uit 14 lessen plus twee bijeenkomsten 
in verband met voor- en natoets. We streven ernaar een efficiënte cursus te ontwikkelen die past binnen 
de kaders die het schoolsysteem biedt.
De deelname door leerlingen. Het hiernavolgende tabelletje geeft de aantallen leerlingen die aan de 
cursussen hebben deelgenomen:
gestart voltooid 
aanloopcursus 28 15
cursus 1 23 18
Onder de leerlingen die aan 5 VWO beginnen bestaat dus wel belangstelling voor een dergelijke 
cursus. Er is echter ook nog al wat verloop. Ongeveer de helft van de leerlingen die stoppen doet dat 
kort na het begin van de cursus, de andere helft stopt na Kerstmis. Nagenoeg al degenen die na Kerst­
mis terugkomen, maken de cursus af. Er zijn verschillende redenen waarom leerlingen stoppen:
- De leerlingen die snel stoppen, doen dat omdat ze zich hadden verkeken op de moeilijkheidsgraad 
van de stof, o f ervaren de cursus (inclusief reis) als een te grote belasting voor school o f vrije tijd.
- De leerlingen die halverwege stoppen doen dat voornamelijk omdat ze het niet meer met school 
kunnen combineren. In de periode rond de kerst bijvoorbeeld, hebben veel scholen een proefwerk­
week die alle aandacht van die leerlingen opeist.
- Sommige leerlingen moeten door ziekte o f door andere (school)verplichtingen enkele lessen 
missen en raken daardoor de aansluiting kwijt.
Voor sommige leerlingen kon de cursus daarentegen niet lang genoeg duren. Zij hadden graag nog wat 
meer lessen gehad.
Een groot aantal van de deelnemers kwam van buiten Nijmegen: Arnhem, Velp, Uden, Oss, Boxmeer, 
Den Bosch en zelfs uit Enschede. Deze leerlingen moesten er heel wat voor over hebben om eens in de 
veertien dagen de lessen te kunnen volgen. (De reiskosten van de leerlingen werden door de universi­
teit vergoed.)
Dat alles overwegende zijn de aantallen leerlingen die de cursus voltooid hebben, bevredigend. Ze 
geven vertrouwen dat, wanneer de cursus in het schoolcurriculum kan worden geïntegreerd, er een 
grotere deelname en minder uitval kan zijn.
4.3 Het leerlingonderzoek
Een in het oog springend verschil tussen aanloopcursus en cursus 1 is de grotere rol van het eigen leer­
lingonderzoek in de experimentele cursus. In het aanloopcursusjaar vonden de leerlingonderzoekjes 
vooral plaats aan het einde van de cursus. Tijdens deze cursus werden de leerlingen wel uitgedaagd om
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zelf te experimenteren met IFS-laboratorium, maar er was geen structurele plaats voor ingeruimd. In 
cursus 1 nam het leerlingonderzoek een wezenlijke plaats in. Het werd gemodelleerd naar de werkwij­
ze van universitaire onderzoekers: brainstorm, symposium, schriftelijk verslag. De eerste fase dient 
voor het vergaren van vermoedens, de tweede ondersteunt structureel de onderlinge discussie en het 
vinden van formuleringen van gedachten die leiden tot een bewijs, de derde fase dwingt tot netjes 
leesbaar verwoorden van de bewijzen.
In het leerproces dat door de brainstorm en het symposium wordt gestuurd, zijn de vijf fasen van het 
lesprocesmodel van Nakahara & Koyama te herkennen. De leerlingen krijgen de gelegenheid ver­
trouwd te raken met het onderwerp en ermee te experimenteren. Door het uitspreken van vermoedens 
delen zij hun bevindingen met elkaar en stimuleren zij elkaar om op zoek te gaan naar een bewijs 
daarvoor. In het symposium leggen ze elkaar die bewijzen voor en leveren ze kritiek. In onderling 
overleg komen de leerlingen tenslotte tot overeenstemming. Het schrijven van een verslag tenslotte zet 
de leerlingen aan tot reflectie. Tijdens dit hele leerproces houden de docenten zich op de achtergrond. 
Zij beperken zich tot organisatorische steun en bieden de leerlingen de gelegenheid hun eigen weg te 
volgen.
De leerlingen hebben in het algemeen met overgave en voldoening aan het onderzoek meegedaan en 
deze activiteit als zinvol ervaren. Het symposium stelde eisen die ze van de wiskundelessen op school 
niet kenden; ze vonden het spannend en maakten er veel werk van. De symposia waren een verrijking 
voor de cursussen. Sommige leerlingen maakten bij hun presentaties gebruik van computerdemon- 
straties; niet alleen met IFS-laboratorium of Funiter, maar ook door hen zelf ontwikkelde programma's.
De werkvorm 'leerlingonderzoek' is interessant, ook in verband met de nieuwe mogelijkheden die het 
studiehuis in de tweede fase zal gaan bieden. Het kan structuur bieden aan zelfstandig studeren en er is 
structureel plaats voor actief verwoorden van verworven inzichten, een veelal onderbelicht element in 
het leerproces.
In de voorafgaande hoofdstukken en ook in de eerste paragrafen van dit hoofdstuk heb ik beschreven 
welke middelen wij hebben ontwikkeld om in cursus 1 het gestelde doel - de leerlingen leren bewijzen
- te realiseren. Samengevat komt het hierop neer:
- We hebben lessen geschreven waarin we hebben getracht de wiskundige moeilijkheden niet te 
verbergen, maar een weg te zoeken waarlangs we deze moeilijkheden konden overwinnen op een 
manier die voor de leerlingen te begrijpen is.
- Er zijn twee computerprogramma's ontwikkeld die de leerlingen in staat stellen met de wiskundige 
materie op een aanschouwelijke wijze te experimenteren.
- We hebben onderzoeksgebiedjes bijeengezocht om de leerlingen de gelegenheid te bieden zelfstan­
dig wiskunde te beoefenen.
- We hebben een werkvorm ontwikkeld die beantwoord aan de principes van het constructivisme. 
Kortom: een geheel van maatregelen waarmee we het doel trachten te bereiken. In hedendaagse 
onderwijskundige terminologie zou je kunnen zeggen: wij hebben geprobeerd een 'krachtige leeromge
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ving' te ontwikkelen, gericht op het doel de leerlingen te leren bewijzen. In de volgende twee paragra­
fen werk ik dit verder uit.
4.4 Een krachtige leeromgeving
In zijn oratie definieert Lodewijks (1993) leren als een proces bestaande uit een georganiseerd geheel 
van doelgerichte denk- en leeractiviteiten bij de lerende. Daarnaast hanteert hij de begrippen 'leerom­
geving' en 'onderwijsarrangement': een onderwijsarrangement is een specifieke en geordende inrichting 
van een leeromgeving waardoor leren met het gewenste resultaat kan plaatsvinden. In navolging van 
Gardner (1991) onderscheidt hij drie vormen van leren: intuïtief leren, schools leren en volwaardig 
leren. Intuïtief leren, ook wel naïef, natuurlijk o f universeel leren genoemd, doet zich vooral voor in de 
eerste zeven jaren van een mensenleven, waarin kinderen zich via spontane leerprocessen een groot 
aantal vaardigheden eigen maken en zich een beeld vormen van de wereld waarin zij zijn binnen­
getreden. Dit beeld van de wereld is echter in veel opzichten nog primitief, soms misleidend of zelfs 
onjuist.
Wanneer het spontane leren door de maatschappij wordt gericht en geïnstitutionaliseerd, begint het 
schoolse leren. Schools leren komt voornamelijk voor in de jaren dat een mens naar school gaat, maar 
is niet per definitie aan school gekoppeld. Deze vorm van leren leidt op school in het algemeen tot 
bevredigende resultaten, maar heeft toch vaak ook een negatieve bijklank: het wordt geassocieerd met 
uit het hoofd leren, zonder begrip of transfer. Lodewijks vat de kritiek op de schoolse leeromgeving, 
die schools leren oproept, als volgt samen:
- zij is niet altijd krachtig genoeg om de intuïtieve misconcepten en de onjuiste redeneringen waar­
mee de leerlingen de school binnenkomen, te vervangen door wetenschappeljk verantwoorde en 
correcte redeneringen;
- zij is niet motiverend genoeg.
Met de derde vorm van leren, volwaardig leren, bedoelt Lodewijks: leren van kennis en vaardigheden 
dat gericht is op volwaardig begrijpen, dus zo dat het geleerde ook in andere, nieuwe, niet voorziene 
situaties flexibel en juist kan worden toegepast. Volwaardig leren kan zich op bijna alle leeftijden 
voordoen.
De begrippen intuïtief leren, schools leren en volwaardig leren verwijzen naar verschillende typen 
leerprocessen. Voor het onderwijs is de vraag van belang hoe je de schoolse leeromgeving zodanig 
kunt inrichten dat de scholen er beter in slagen hun leerlingen tot volwaardig leren te brengen. Een 
dergelijk onderwijsarrangement, gericht op het mogelijk maken van volwaardig leren, wordt aangeduid 
als een 'krachtige leeromgeving'. Lodewijks noemt zes punten waaraan je kunt denken als je krachtiger 
onderwijsarrangementen wilt maken:
1. Leeromgevingen moeten compleet en rijk zijn: De leeromgeving moet gericht zijn op begrijpen en 
gebruiken van de te leren kennis en vaardigheden, alle denkbare ingrediënten bevatten en integre­
ren, afwisselende leerervaringen bieden, toegesneden zijn op individuele behoeften, mogelijkheden 
en leerstijlen.
2. Leeromgevingen moeten uitnodigen tot activiteit: Leren vindt alleen plaats als de leerling iets met
de leerstof doet.
3. Leeromgevingen moeten realistisch zijn o f tenminste ergens naar verwijzen: De leeromgeving
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moet de leerlingen voortdurend laten ervaren wat je met de geleerde kennis wel of niet kunt doen, 
en in welke situaties je op welke manier de geleerde vaardigheden kunt benutten.
4. Leeromgevingen moeten modellen bevatten en voorzien in coaching: Hier ligt een taak voor de 
docent. Deze kan op twee manieren functioneren, namelijk: door te demonstreren hoe je professio­
neel de te leren kennis en vaardigheden gebruikt (de docent als model) en door de leerlingen te 
begeleiden en te adviseren bij hun inspanningen om de te leren kennis en vaardigheden onder de 
knie te krijgen (als coach).
5. De leeromgevingen moeten de navigatie langzamerhand overlaten aan de lerende: De leerlingen 
moeten op den duur leren leeromgevingen zelfstandig zo te benutten dat ze er, op de manier die 
henzelf het beste past, zoveel mogelijk profijt van trekken.
6. De leeromgevingen moeten systematisch het besef van de eigen bekwaamheid bij de leerling 
ontwikkelen: De leeromgeving moet de leerling systematisch gelegenheid bieden om zelf zijn 
vorderingen te meten en deze in verband te brengen met zijn eigen leeractiviteiten. Lodewijks zegt:
"De constatering dat je competentie in bepaalde leerstofdomeinen - als gevolg van eigen inspanning - 
zichtbaar is toegenomen leidt tot sterk positieve affectieve sensaties: de kicks van het kunnen. Een 
krachtige leeromgeving zorgt ervoor dat deze kicks zich systematisch kunnen voordoen. Zo'n omgeving 
houdt daarmede het leren niet alleen op gang en op peil, maar zorgt er ook voor dat het met nog meer 
engagement gevolgd wordt."
(Lodewijks vindt dit wezenlijk. De titel van zijn oratie is dan ook: "De kick van het kunnen".)
De formulering van Lodewijks is voorzichtig. Hij zegt dat we aan de zes punten hierboven "zouden 
moeten denken als we krachtiger onderwijsarrangementen willen maken". Daaruit leid ik a f  dat hij 
deze punten niet beschouwt als richtlijnen die noodzakelijk en voldoende zijn om tot een krachtige 
leeromgeving te komen, maar eerder als richting biedend aan docenten die vanuit een bestaande 
leeromgeving een krachtiger leeromgeving willen ontwikkelen. Het maken van een krachtige leerom­
geving wordt zo een proces van experimenteren en bijstellen en voortdurend streven naar een beter 
resultaat.
4.5 Praktijk en theorie
Welke relatie bestaat er tussen de cursus 'Hogere Wiskunde' en de theorie, o f liever: de theorieën? Ik 
heb al de uitspraak van Bell (1976) geciteerd, dat hij, bij het leren bewijzen, nog het meest verwacht 
van onderzoek-achtige klassen-activiteiten, waarin de leerlingen vermoedens uitspreken en menings­
verschillen beslechten met argumenten en bewijsmateriaal. Bell, Hanna (1991), Manin (1977) en de 
studiecommissie wiskunde B (De Lange, 1994) hebben gewezen op het belang van het sociale proces 
waarin bewijzen een rol speelt. Clements en Battista stellen vast dat uit onderzoek naar voren komt dat 
je, bij leren bewijzen, het meest mag verwachten van werkvormen waarin het geven van een wiskundig
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bewijs echt betekenis heeft voor de leerlingen. Alibert & Thomas (1991) merken op dat het formuleren 
van vermoedens en het geven van een bewijs twee fundamentele aspecten zijn van het werk van een 
wiskundige. Het eerste aspect krijgt in wiskundeonderwijs vaak veel te weinig aandacht. Alibert & 
Grenier & Legrand & Richard hebben geëxperimenteerd met een werkvorm die zij 'wetenschappelijk 
debat' noemen en daarmee bemoedigende resultaten verkregen. Al dit soort ervaringen hebben mij 
ertoe gebracht ernaar te streven - met succes - dat in de eerste experimentele cursus structureel een 
plaats werd ingeruimd voor onderzoek door leerlingen.
Dit leerlingonderzoek hebben we concreet vormgegeven door te kiezen voor een werkvorm die 
verwijst naar activiteiten van echte onderzoekers: brainstorm, symposium en verslag. Bij lezing van het 
beschrijvend onderzoek in de hoofdstukken 5 en 8, zal het de lezer duidelijk worden dat de vijf 
principes van assentief constructivisme, zoals ik die in mijn eigen woorden heb samengevat in para­
graaf 4.5, duidelijk herkenbaar zijn in de acties van de leerlingen en de docenten. Ook de terminologie 
van krachtige leeromgevingen is bruikbaar. Ik stel vast dat de cursus alle kenmerken vertoont van een 
krachtige leeromgeving voor leren bewijzen.
Immers, de leeromgeving
- is compleet en rijk: er wordt college gegeven, de leerlingen kunnen huiswerksommen maken, er 
zijn computerprogramma's, de leerlingen doen zelf onderzoek, samen met medeleerlingen;
- nodigt uit tot activiteit: huiswerkopgaven, computerprogramma's, eigen onderzoek, presentaties 
verzorgen;
- is realistisch: ze is een afspiegeling van het werk van wiskundigen, en daarmee van wetenschap­
pers;
- voorziet in modellen en coaching: de docenten, die in hun colleges demonstreren hoe ze zelf met 
wiskunde omgaan en die de leerlingen coachen bij het huiswerk en de opgaven;
- laat, binnen de onderzoekjes, de navigatie over aan de leerlingen;
- biedt de leerlingen kansen op kicks, bijvoorbeeld door eigen vermoedens te bewijzen o f andermans 
vermoedens te weerleggen.
O f de cursus ook een krachtige werking heeft zal uit mijn onderzoek moeten blijken.
4.6 Vraagstelling van het onderzoek
Ter afronding van het theoretisch gedeelte van dit proefschrift en voorafgaand aan de beschrijving van 
het eigenlijke onderzoek is dit een geschikte plaats om terug te komen op de voorlopige vraagstelling 
van het onderzoek in paragraaf 1.5.
De hoofdvraag die in dit onderzoek aan de orde is, kan als volgt worden geformuleerd:
Is de leeromgeving die wij met de cursus 'Hogere Wiskunde voor leerlingen van 5 VWO'hebben 
gecreëerd met het doel de leerlingen te leren bewijzen, zo krachtig dat dat doel inderdaad bereikt 
wordt?
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Deze hoofdvraag operationaliseer ik tot twee deelvragen. Omdat het leerlingonderzoek het middel bij 
uitstek is waarmee we binnen deze leeromgeving het doel 'leren bewijzen' hebben nagestreefd, heb ik 
als eerste de deelvraag afgeleid:
Brengt het leerlingonderzoek de leerlingen ertoe dat ze zich bekwamen in het bewijzen?
Deze deelvraag leidt tot het beschrijvend onderzoek waarvan ik in hoofdstuk 5 verslag heb gedaan. 
Het experimentele onderzoek biedt mij de gelegenheid nog een tweede deelvraag uit de hoofdvraag af 
te leiden. Voor dit experimenteel onderzoek zijn een voortoets en een natoets ontwikkeld om vooruit­
gang in het bewijzen vast te stellen. De tweede deelvraag luidt:
Blijkt uit het experimentele onderzoek dat de leerlingen vooruitgang geboekt hebben in het 
bewijzen, die is toe te schrijven aan de leeromgeving van de cursus 'Hogere Wiskunde'?
Deze vraag wordt in hoofdstuk 6 beantwoord.
Hoofdstuk 5: Beschrijvend onderzoek bij cursus 1
5.1 Inleiding
In mijn beschrijvend onderzoek beperk ik mij tot beschrijving en analyse van het leerlingonderzoek.
Dit was immers bij uitstek het middel waarmee we de leerlingen wilden leren bewijzen. Het leerlingon­
derzoek in cursus 1 vond plaats in drie ronden. Bij de eerste en de tweede ronde was de standaardpro­
cedure als volgt:
- Bij de introductie van het onderzoeksterrein zoeken de leerlingen, onder leiding, naar mogelijke 
verbanden in het onderzoeksgebied. Deze bijeenkomst werd aangeduid als de 'brainstorm'.
- In de periode tussen de introductie en de daaropvolgende les proberen de leerlingen in groepjes 
van twee o f drie enkele van de geopperde verbanden te bewijzen of te weerleggen.
- Tijdens de volgende les brengen de leerlingen, weer onder leiding, aan elkaar in een plenaire 
zitting verslag uit van hun inspanningen. De leerlingen kunnen elkaar vragen stellen en kritiek 
leveren op de aangevoerde argumenten. Deze bijeenkomst hebben wij aangeduid als het 'symposi­
um'.
- Tenslotte maken de groepjes van leerlingen een schriftelijk verslag van hun onderzoek en leveren 
dat de daaropvolgende les in.
Bij de derde onderzoeksronde van cursus 1 werkten de leerlingen in groepjes aan een eigen onderzoek. 
Elk groepje kreeg een docent als vaste begeleider. Deze derde ronde was als volgt georganiseerd:
- Tijdens de achtste les vormden de leerlingen groepjes en kozen ze een onderwerp.
- In de negende, de tiende en de elfde les werkten de groepjes, een deel van de tijd samen met hun 
begeleider, aan hun onderzoek. Ook buiten de lessen hebben de meeste groepjes nog de nodige 
uren hieraan besteed.
- Tijdens de twaalfde les werd het verslag ingeleverd.
- De dertiende, en laatste, les was grotendeels beschikbaar voor de presentaties van de onderzoeks­
verslagen aan de medeleerlingen.
De beschrijvingen van de eerste twee onderzoeksronden bestaan elk uit vijf onderdelen:
- inleiding in het onderzoeksgebied;
- beschrijving en analyse van fragmenten uit de brainstorm;
- beschrijving en analyse van fragmenten uit het symposium;
- beschrijving en analyse van fragmenten uit de verslagen;
- terugblik op de onderzoeksronde.
Bij de derde onderzoeksronde wijk ik enigermate van deze indeling af.
Om het overzicht in de fragmenten te behouden, gebruik ik een codering: met '2S95, 13 - 25' bedoel ik 
de regels 13 t/m 25 uit de citaten van het symposium uit de tweede onderzoeksronde van cursus 1 (in
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het schooljaar '95 - '96), met '1V96, 24 - 30' zal ik - in een volgend hoofdstuk - verwijzen naar de 
regels 24 t/m 30 van de citaten uit de verslagen van de eerste ronde van cursus 2 (in het schooljaar '96
- '97).
Wanneer ik leerlingen citeer, gebruik ik hun eigen voornaam. Zo kunnen ze zij zelf controleren of ik 
hun inbreng goed tot zijn recht laat komen. Docenten geef ik aan met 'D', 'D*' o f 'D**'. (Ik fungeer 
steeds zelf als voorzitter, gespreksleider of inleider en verschuil mij dan achter de 'D'.)
5.2 De parameters voor de analyse
Op basis van het theoretisch kader dat ik in hoofdstuk 3 heb aangebracht, kies ik vijf parameters voor 
de analyse van de beschreven fragmenten. Hierna noem ik deze en tevens geef ik nog een korte 
toelichting op elke parameter.
1. Leefwereld, wiskunde en representaties.
Wiskunde heeft veel te maken met de dagelijkse leefwereld. Het is van groot belang dat leerlingen die 
banden goed zien. Tegelijkertijd is de wiskunde een eigen domein, volstrekt gescheiden van die 
leefwereld.
Wiskundige begrippen zijn door mensen bedacht en gemaakt; vaak zijn ze een afspiegeling van 
leefwereldbegrippen.
Representaties zijn concretiseringen van begrippen uit de wiskunde in de leefwereld.
Leerlingen moeten zich er goed van bewust zijn in welk domein zij actief zijn: de leefwereld, de 
wiskunde of representaties van wiskunde.
Bewijzen speelt zich af in het domein van de wiskunde; argumenten in een bewijs kunnen niet ont­
leend worden aan de leefwereld of aan representaties van wiskunde.
2. De zin en betekenis van bewijzen.
Om tot een bewijs te komen is het van belang dat een leerling eerst zelf van de geldigheid van de 
bewering overtuigd raakt. Daarna volgt pas het geschreven bewijs, gericht tot de gemeenschap waar­
binnen de leerling leert.
De ontwikkeling van individueel overtuigd raken naar een tot de gemeenschap gericht bewijs geven, 
gaat stap voor stap. Eerst mondeling, in onderlinge discussies; dan ontstaat misschien behoefte aan een 
uitgeschreven versie van de gedachtengang; uiteindelijk wordt men zich bewust van een geschreven 
betoog en de noodzaak van expliciet gemaakte vooronderstellingen o f axioma's.
Een bewijs heeft drie functies: verificatie, verheldering en systematisering.
3. Bewijzen en lokale ordening.
Bewijzen is het geven van een deductieve afleiding binnen een lokaal geordend gebied. Men gaat 
daarbij uit van een als waar geaccepteerde wiskundige ondergrond. De groep waartoe de lerende 
behoort, beslist over wat deel uitmaakt van die ondergrond en wat niet. Een bewijs heeft tot doel elkaar 
te overtuigen dat een bewering logisch afleidbaar is uit de geaccepteerde ondergrond. Bewijzen is dus 
groepsgebonden, binnen de spelregels van de wiskunde.
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4. Vorming van vaktaal.
De vorming van vaktaal vraagt expliciete aandacht. Vaktaal is de taal van de gemeenschap waarbij de 
leerling aansluiting zoekt. Actieve bemoeienis van die gemeenschap met het leerproces van de leerling 
is dan ook noodzakelijk. Vaktaal omvat niet alleen begrippen, maar ook specifieke zinsconstructies en 
woorden die verwijzen naar argumentatiestructuren.
De begrippen in de wiskundewereld zijn gecreëerd bij hun definitie. Deze definitie wordt voorafgegaan 
door een prenatale periode, waarin het nieuwe begrip de kans krijgt om een intuïtieve ontwikkeling 
door te maken. De behoefte aan een definitie ontstaat wanneer je hypothesen met betrekking tot dat 
begrip wilt gaan bewijzen o f weerleggen.
5. Bewijzen binnen onderzoek.
Bewijzen maakt deel uit van een groter geheel: verkennen, vermoedens uitspreken, argumenten geven, 
bewijzen. Een bewijs hoeft daarbij geen sluitstuk te zijn, maar kan ook startpunt zijn voor een nieuwe 
cyclus. Bewijzen maakt deel uit van het doen van wiskundig onderzoek, een samenspel van inductief 
en deductief denken. Leerlingen stimuleren om te zoeken naar vervolgvragen, bevordert een onder­
zoekende houding. Voor leerlingen is generalisatie de belangrijkste weg tot vervolgvragen; ook 
specialisatie en analogie kunnen leiden tot vervolgvragen.
5.3 De eerste onderzoeksronde
5.3.1 Inleiding in het onderzoeksgebied
De driehoek van Pascal vormt een onderzoeksgebied dat bindingen heeft met de de cursus, maar niet 
essentieel is voor de voortgang van de cursus. Dat maakt het geschikt voor de eerste onderzoeksronde. 
De leerlingen kunnen vrij op onderzoek gaan, er is geen dwang in een bepaalde richting. Ik neem aan 
dat de driehoek van Pascal aan de lezer voldoende bekend is. In paragraaf 5.3.2 heb ik de introductie 
opgenomen die wij de leerlingen hebben aangeboden.
5.3.2 De brainstorm
In les 1 waren de leerlingen al voorbereid op de brainstorm. Het lesmateriaal bevatte de volgende tekst. 
"Voorbereiding op wiskundig onderzoek
Ter aanvulling op de normale lesstof krijg je de gelegenheid om zelf wiskundig onderzoek te doen. Dat 
betekent dat je zelf, alleen of samen met één of meer medeleerlingen, een klein probleemgebied gaat 
bestuderen, op zoek naar verbanden. Wanneer je vermoedt dat je een verband hebt gevonden, dan probeer 
je het te bewijzen, zodat het als een stelling wordt geaccepteerd. Of zo'n bewijs overtuigend is, bepalen 
jullie zelf. Jullie hebben de taak om elkaars bewijzen heel kritisch te bezien en te beoordelen of de aang­
evoerde argumentatie wel echt sluitend en overtuigend is. Ook is het altijd lonend om na te gaan of er geen 
eenvoudiger bewijs te vinden is. In wiskundig onderzoek is een stelling meestal geen eindpunt, maar vaak 
een begin van een nieuw vermoeden, dat krachtiger, of algemener is.
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Door zelf, op kleine schaal, wiskundig onderzoek te doen, krijg je een beeld van het werk van wiskundigen 
en begrijp je beter hoe wiskunde ontstaat."
Vervolgens werd de driehoek van Pascal geïntroduceerd.
"De driehoek van Pascal bestaat uit getallen die gerangschikt 
zijn in een driehoekig patroon. Om daar beter over te kunnen 
spreken gebruiken we een onderliggend geraamte van zeshoe­
ken. Twee ervan zijn, in het plaatje hiernaast, gearceerd. De 
bovenste noemen we Z(00). De andere zeshoek is vanuit de bo­
venste te bereiken langs een weg (een zo kort mogelijke 
verbindingsketen van zeshoeken) waarbij je drie keer links 
aanhoudt en twee keer rechts, bijvoorbeeld l,l,r,l,r of r,r,l,l,l.
(Ga zelf na dat het niet uitmaakt in welke volgorde je dat 
doet.) Die zeshoek noemen we Z(32). Algemeen bedoelen we 
met Z(lr) de zeshoek die vanuit Z(00) te bereiken is door l  keer 
links aan te houden en r  keer rechts.
Deze zeshoek staat in de horizontale rij met nummer l  + r  op 
plaats r  (nummering beginnen met 0).
In die zeshoeken komen de getallen die samen de driehoek van Pascal vormen. In elke zeshoek schrijven we 
het aantal wegen dat vanuit Z(0 0) naar de betreffende zeshoek leidt. In Z(0 0) zetten we 1. Ook in Z(10) en in 
Zo,!) komt een 1 te staan.
Opgave
Schrijf in figuur 6 in de bovenste vijf rijen zeshoeken de betreffende aantallen wegen.
Het getal dat in het zeshoekgeraamte in Z(21) moet worden ingevuld, geven we aan met P(2,1). In het 
algemeen: P(l,r) = het aantal wegen vanuit Z(00) naar Z(lr).
Opgave
a Welk verband bestaat er tussen P(3,2), P(2,2) en P(3,1)? 
b Kun j e dit verband generaliseren?
c Vul nu in figuur 6 de overige getallen van de driehoek van Pascal in."
Structuur en naamgeving werden in de opgaven van les 1 vastgelegd, om te voorkomen dat de discus­
sie tussen de leerlingen door spraakverwarring zou worden gehinderd.
Uit de eerste brainstorm komt het volgende fragment. Ik heb dit fragment gekozen omdat het vermoe­
den van de leerlingen een verband betreft dat niet erg bekend is. Ikzelf bijvoorbeeld was er volledig 
door verrast. De docent (D) heeft eerst nog een korte inleiding gehouden over het doel van de brain
Figuur 1
storm en de te hanteren werkwijze; er zijn daarna al enkele vermoedens geformuleerd als Kees het 
zijne inbrengt.
1B95
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D:
Kees:
D:
Kees:
D:
Goed, wie weet er nog meer verbanden ?
Het is steeds een macht van elf.
Sorry?
Het is steeds een macht van 11. De eerste rij is 11-tot-de-macht-0 is 1; 11-tot-de-macht-1 is 11, 
11-tot-de-macht-2 is 121, en zo steeds verder. Alleen als je nu bijvoorbeeld bij 10 komt, dan 
moet je wat eh..., ja, dan moet je gaan overhalen naar een vorig hokje. Telkens het hokje dat 
ernaast staat.
Ehm... het komt niet helemaal bij mij over. Zou je eventjes naar voren willen komen om het 
aan iedereen uit te leggen ?
10 Kees komt naar voren en wijst tijdens zijn uitleg regelmatig naar de driehoek van Pascal die op het 
overheadscherm geprojecteerd is.
Kees:
15
D:
20 Kees:
Nou, je hebt daar (wijst naar de tweede rij) dus zo'n macht van 11, 121, dus dat is de tweede 
rij. Derde rij: 113 is 1331, en dan zo steeds verder. Alleen bij (1 5 10 10 5 1) klopt het dan 
niet meer als je het getal zo ziet, maar als je dan die 1 daarheen haalt ( . . 5,—-J0 . . ), dan 
wordt dit (de 5) een 6; die 1 gaat daarheen ( . . 10,—-.10 . . ), dus daar (bij de 0 van de linkse 
10) komt 1, dat (de 0 van de rechtse 10) blijft een 0, en dan klopt het wel. (Je krijgt zo immers 
het getal 161051, de vijfde macht van 11.) En dan gaat het zo steeds verder.
Dus iedere rij in de driehoek van Pascal is een macht van 11, met enige aanpassing . . . Kun je 
dat bewijzen?
Het klopt steeds, dus dat noem ik wel een bewijs."
5
De vraag van de docent "Kun je dat bewijzen?", in regel 20, is in de brainstorm eigenlijk niet op zijn 
plaats. In dit geval levert deze procedurefout echter wel een interessante reactie van Kees op, waaruit 
blijkt dat hij voldoende voorbeelden een bewijs vindt, zoals in de leefwereld vaker gebeurt.
5.3.3 Het symposium
Na de brainstorm in les 2 werden de leerlingen voorbereid op het symposium. In het lesmateriaal stond 
het volgende:
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(... )
In de komende twee weken ga je, samen met de andere 
leden van je onderzoeksgroepje, proberen enkele van 
de geopperde verbanden of betrekkingen te bewijzen of 
misschien te weerleggen. Als je daarin niet slaagt, dan 
kun je misschien een wat zwakker verband aantonen, of 
misschien moet je je er toe beperken om slechts een 
aantal concrete voorbeelden door te rekenen.
Houd er rekening mee dat tijdens de volgende bijeen­
komst iemand van jullie groepje van jullie bevindingen 
verslag zal moeten uitbrengen aan de overige deelne­
mers aan het 'Pascalsymposium'"
De volgende lesmiddag is 14 dagen later. In de tussen­
tijd hebben de leerlingen gezocht naar argumenten om hun vermoedens te bewijzen. Het is goed 
mogelijk, zelfs waarschijnlijk, dat ze in de tussentijd ook boeken hebben geraadpleegd o f hun docent 
op school om hulp hebben gevraagd. Tijdens het symposium krijgen de leerlingen de gelegenheid de 
resultaten van hun onderzoek, dat uit de brainstorm is voortgevloeid, aan hun medeleerlingen voor te 
leggen. Kees heeft een groepje gevormd met Jurrien. In hun onderzoek hebben ze zich met twee 
thema's beziggehouden:
- dat de som van de getallen in de n-de rij van de driehoek van Pascal gelijk is aan 2n;
- het vermoeden dat Kees veertien dagen tevoren in de brainstorm naar voren heeft gebracht, zoals 
hierboven is beschreven.
Samen brengen ze verslag uit, ondersteund door de computer. Na wat gerommel zien we de tekst "De 
driehoek van Pascal"in verschillende kleuren over het scherm van de monitor flitsen. Deze wordt ook 
op een wandscherm geprojecteerd. Bij de presentatie van de eerste stelling bedient Jurrien de computer 
en verschaft Kees uitleg bij de getoonde projecties; bij de tweede stelling zijn de rollen omgekeerd. Ik 
beperk me tot het gedeelte dat op de tweede stelling betrekking heeft.
1S95
Jurrien: Bij het (. . .) verband dat wij gevonden hebben daar gebruiken we de term 'overhevelen', ja en, 
dat is iets dat we zelf bedacht hebben, dus het leek ons wel even duidelijk om uit te leggen wat 
we precies eigenlijk met overhevelen bedoelen. Nou, met het overhevelen bedoelen wij dus, 
dat we bijvoorbeeld uit zo'n regel van die driehoek van Pascal, het getal, zeg maar, zien. Kijk,
5 hier hebben we bijvoorbeeld een regel.
(Kees heeft intussen met de computer op het projectiescherm de regel
1 5 10 10 5 1
laten verschijnen.)
10 Jurrien: Nou ja, bij de regels die erboven zitten, bijvoorbeeld (. . .): '1 3 3 1', dan zie je al vrij 
snel wat het getal is, maar bij deze is dat iets lastiger en daarom hebben we dat overhevelen 
bedacht. Het werkt als volgt:
" W is k u n d ig  o n d e r z o e k
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(Op het scherm verschijnt:
1x10°+5x10‘ + 10x102+ 10x103+ 5x104+ 1x105= 161051)
15 Jurrien: Kijk, je neemt dus zo al die getallen (verwijst naar de projectie), die tel je bij elkaar op en dan 
krijg je dit getal (wijst naar 161051). Dit even tussendoor.
(Er verschijnt een nieuwe regel op het scherm:
1 7 21 35 35 21 7 1)
Nou hadden we dus nog een verband gevonden, en dat is dus, als je die nummers dus in die rij 
zo als een getal ziet, net zoiets als met het overhevelen, dan stelt dat een macht van 11 voor. 
Nou hier hebben we de zevende regel (wijst naar de projectie), kijk, en dat kun je zien als een 
macht van 11. Want als je die getallen, zeg maar, allemaal overhevelt, dan
scherm verschijnt: 19487171 = 117 )
krijg je dus dat getal er hier uit, en dat is dus een macht van 11.
Nou ja, dat bewijst dus dat je die driehoek van Pascal in de volgende formule kunt samen­
vatten:
(Scherm: P  = 10x11« + 11«)
Jurrien: Dit is die formule, en die formule bewijst dan weer vervolgens dat de regel die eigenlijk boven 
30 de regel waar je het over hebt zit, in de driehoek van Pascal, dat die eigenlijk van belang is
voor de regel die daar onder zit. Ik denk dat dat het gemakkelijkst is aan de hand van een 
voorbeeld.
(Scherm: 1 6 15 20 15 6 1 )
Jurrien: Kijk, hier heb je dus een regel, een willekeurige regel, en als je die regel nou naar links ver- 
35 schuift,
(Scherm: 1 6 15 20 15 6 1
1 6 15 20 15 6 1_______ +)
(Op het
25
Jumen:
20
en bij elkaar optelt
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1 6 15 20 15 6 1_______ +
1 7 21 35 35 21 7 1 )
dan krijg je de volgende regel, dus dat maakt het dat, ja, dat leek ons eigenlijk wel duidelijk 
40 om te zeggen dat dus eigenlijk (. . .) die vorige regel samenhangt met de regel die daarna dus
komt. En dat zou dan een verklaring zijn waarom je dit in principe tot het oneindige door kunt 
laten gaan.
Ja, dit was dus eigenlijk wat wij hadden gevonden.
(Scherm: 1 6 15 20 15 6 1
D: Ja, een vraag.
45 Erik: Ik had een vraag van dat die regel afhangt van die regel daarboven. Maar waarom is dat 
getal dat je eruit kreeg dan steeds een macht van 11? Waarom niet van 25?
Jurrien: Ja, waarom van 11, ja, dat hadden we eigenlijk . . .
Kees: Ja, de tweede rij begint met 11, dus dan moet die volgende dus ook (. . .) een macht van 11 
zijn. En 1 is dan 110.
50 Koen: En hoe kom je dan aan dat allereerste getal?
Jurrien: Nou, dat is gewoon 110, dat is 1.
Koen: En waar komt die x10 dan vandaan die daar stond?
Jurrien: Ja, dat was dus om, (. . .), zeg maar, dan zou je dus 1 krijgen, en dan krijg je die formule van 
x10, dus dan krijg je 10, en tel je dat weer bij elkaar op, dan krijg je dus 11.
55 (. . .)
Erik: Ik zie eigenlijk niet zozeer wat dit principe te maken heeft met die driehoek, want die driehoek 
was hoeveel manieren je op een bepaald punt kon komen. En hier vat je eigenlijk een regel als 
een getal op. Elk hokje was . . . Het klopt zoals het uitgelegd wordt, prima dus.
Kees: Ja, het ging erom verbanden te zoeken en niet . . . en niet om met die hokjes bezig te zijn, en 
60 die mogelijkheden.
Erik legt zich hierbij neer.
In de regels 1 t/m 15 van dit fragment zegt Jurrien dat hij uitlegt wat zij met 'overhevelen' bedoelen. In 
feite legt hij uit hoe zij van een rij in de driehoek van Pascal een getal maken, namelijk door het meest 
rechtse getal in de rij te zien als een aantal eenheden, het linker buurgetal daarvan als een aantal 
tientallen, de linker buur daarvan als een aantal honderdtallen, enzovoort, en tenslotte al deze getallen 
bij elkaar op te tellen. Misschien was het duidelijker geweest als ze in regel 13 de machten van 10 niet 
van laag naar hoog hadden laten lopen, maar juist van hoog naar laag. De definitie gebeurt aan de hand 
van een voorbeeld, maar in algemene termen.
Jurrien wil nu bewijzen dat het getal dat op deze manier uit de N  - de rij van de driehoek van Pascal 
ontstaat, gelijk is aan 11N. Uit de zin die Jurrien in de regels 24 en 25 uitspreekt, mag je afleiden dat hij 
waarschijnlijk het komende bewijs, dat gebaseerd is op volledige inductie, zelf niet echt begrijpt. 
(Misschien baseert hij zich op informatie van derden, die hij niet heeft verwerkt.)
Voor een bewijs van deze stelling zijn twee inzichten van belang:
i  Je kunt begrijpen, uit de definitie van de driehoek van Pascal, dat het getal dat door de (N+1)-de 
regel wordt bepaald (PN + j), 11 keer zo groot is als dat van de N-de regel (PN). Want uit ieder 
hokje gaat een weg naar rechtsonder en een weg naar linksonder. Alle wegen naar rechtsonder
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vormen op de (N+1)-de regel een getal dat gelijk is aan PN; alle wegen naar linksonder vormen op 
de (N+1)-de regel een getal dat 10 keer zo groot is als PN; samen is dat dus 11 keer PN.
ii De getallen die uit de eerste regels van de driehoek van Pascal worden gevormd, zijn machten van
11. Daarom is ook telkens het getal uit de volgende regel een macht van 11; en dat is de reden dat 
op deze manier uit èlke regel een macht van 11 gevormd wordt.
De vragen van Koen in de regels 48 en 50 hebben met beide genoemde inzichten i  en ii te maken. De 
vraag van Erik (regel 54) heeft betrekking op i.
De opmerking van Kees in regel 58 geeft te denken. Het gaf mij de indruk dat het vinden van het 
verband voor hem meer betekende dan het bewijzen ervan.
5.3.4 De verslagen
De opdracht voor het schrijven van het verslag luidde als volgt:
"Wiskundig onderzoek
Tijdens het Pascalsymposium heeft ieder groepje verslag kunnen doen van de vorderingen die bij het on­
derzoek naar eigenschappen van de driehoek van Pascal gemaakt zijn. De argumentatie is door de mede­
cursisten kritisch geanalyseerd. Misschien heb je ook nieuwe inspiratie op kunnen doen uit de inbreng van 
andere onderzoeksgroepjes. Voor de volgende les wordt verwacht dat ieder groepje zijn eigen onderzoek 
afrondt en de resultaten daarvan weergeeft in een verslag. Dit verslag moet aan de volgende criteria vol­
doen:
- Alle vermoedens die onderzocht zijn over betrekkingen in de driehoek van Pascal staan vermeld in het 
verslag.
- De definities van de begrippen die daarbij een wezenlijke rol spelen, zijn nauwkeurig beschreven.
- Vervolgens is beschreven welke vermoedens zijn weerlegd en welke vermoedens bewezen zijn. Uiter­
aard zijn de bewijzen en weerleggingen ook opgenomen.
- Tenslotte is in een nabeschouwing beschreven welke perspectieven jullie zien voor verder onderzoek 
naar eigenschappen van de driehoek van Pascal.
Het is een goede gewoonte om er voor te zorgen dat het onderzoeksverslag er een beetje aantrekkelijk 
uitziet.
Veel plezier met de afronding van dit eerste onderzoek."
In het verslag, dat Kees en Jurrien enige weken later inleveren, worden geen nieuwe gezichtspunten 
meer toegevoegd. Er staan zelfs slordigheden in die in de presentatie niet voorkwamen. Een beschrij­
ving van hun verslag heeft daarom weinig zin.
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Het vermoeden dat Kees in de brainstorm naar voren bracht, is ook door twee andere onderzoeks- 
groepjes opgepakt, namelijk door het groepje Ferry en Thijs en het groepje Gemma, Kasper en Erik. 
Als eerste citeer ik uit het verslag van Ferry en Thijs. Zij bespreken het vermoeden als derde in een 
serie van vijf.
1V95,a
"Als je de cijfers, naast elkaar in een rij, als een getal ziet, geldt: 
het getal in de n-de rij = 11n."
Eerst beschrijven ze in hun eigen woorden hoe het 'overhevelen' werkt:
"afspraak: bij vakjes met meerdere cijfers geldt: tel, beginnend rechts in de rij, zo gauw je het eerste,
5 uit 2 cijfers bestaande getal tegenkomt, het 1e cijfer op bij het cijfer links ervan (in het vakje ernaast 
dus). Deze som vormt het volgende getal in de macht van 11. Als de som groter dan 9 is schrijf je het 
aantal eenheden op en tel je het tienvoud v.v. weer op bij het getal ernaast. Bij driecijferige getallen 
geldt het teveel van 2 cijfers (het 1e èn het 2e cijfer) als één getal bij het optellen."
Ze werken dat uit met als voorbeeld de negende rij: 1 - 9 - 36 - 84 - 126 - 126 - 84 - 36 - 9 - 1. Ze laten 
10 stap voor stap zien hoe uit deze rij, al overhevelend, het getal 2357947691 ontstaat, de negende macht 
van 11. Ze sluiten dit onderdeel van hun verslag af met:
"Het getal 119 wordt dus: 2357947691. Dat klopt dus."
NB: het hierboven beschreven verschijnsel, het overbrengen van getallen van een cel naar de links 
ervan gelegen cel, werd door de bedenkers van dit vermoeden als 'overhevelen' beschreven, een term 
15 die moeilijk in enkele zinnen te definiëren is.
"Een bewijs van het vermoeden kunnen wij niet geven. Desondanks waren de voorbeelden overtuigend
genoeg om aan te nemen dat voor iedere rij geldt:
het getal gevormd door de cijfers van die rij, in rij n = 11n."
Als laatste zinnen in hun verslag schrijven zij:
"Zoals mnr Pascal zelf zei: 'Iedereen kan trachten er zelf meer in te zien' (dus in de driehoek), zo zullen 
uit verder onderzoek ongetwijfeld nieuwe vermoedens voortvloeien. Door bestudering van een groter 
geheel van de driehoek dan de 10 rijen waartoe wij ons in dit onderzoekje beperkt hadden, kunnen 
misschien ook complexere verbanden worden blootgelegd. En misschien zou combineren van vermoe­
dens ook weer tot nieuwe leiden. Ons is in ieder geval duidelijk geworden dat een onderzoek een 
grotere nieuwsgierigheid kan oproepen dan aan welke het heeft bevredigd."
Wat wil een leraar nog meer.
Hun definitie van 'overhevelen' sluit aan bij de manier waarop Kees tijdens de brainstorm te werk ging, 
niet bij de definitie die Jurrien op het symposium gaf. Mede daardoor lukt het hun niet een bewijs te
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geven. Dat ze geen bewijs geven stellen ze ook zelf vast (regel 17); ze zijn echter wel overtuigd door 
voorbeelden. In dit geval zou een bewijs niet dienen ter verificatie, maar vooral om de stelling uit 
bekende wiskunde af te leiden, systematisering dus, in termen van Bell.
Gemma, Kasper en Erik onderzoeken drie verbanden, waaronder als laatste het vermoeden van Kees. 
Eerst leggen ze nog eens in eigen woorden uit hoe je uit elke rij, eventueel door overhevelen (op de 
manier van Kees), een getal vormt. Vervolgens merken zij op dat dit getal steeds een macht van 11 is. 
Dan schrijven zij:
1V95,b
"Nu hebben wij onderzocht waarom je de getallen van de rijen kunt berekenen door een macht van 11 
te nemen, waarom niet een macht van 3 of 9?
Wat is de logica hierachter?"
Deze startvraag sluit aan bij de eerste vraag die Erik in het symposium stelde naar aanleiding van de 
5 presentatie van Jurrien en Kees.
"Wij hebben in dit onderzoek enkele kleinere verbanden en bewijzen gevonden.
- Elk getal in elke rij begint met een 1 en eindigt met een 1. Dus het getal waarvan je de macht neemt, 
het grondtal, moet ook in elke macht beginnen met een 1 en eindigen met een 1. Je hebt hier verschil­
lende mogelijkheden. Bv. 11, 121, 1331. Maar 121 is 112 en 1331 is 113. Dus het grondtal moet een
10 priemgetal zijn, dat in elke macht een getal oplevert dat begint met een 1 en eindigt met een 1. De enige 
mogelijkheid is 11.
- Het getal in de 1e rij is het grondtal tot de macht 1. Dus gewoon het grondtal. Het getal van de eerste 
rij 11. Dus moet het grondtal van de hele driehoek ook 11 zijn. Er is natuurlijk geen ander getal dat in 
de 1e macht ook 11 oplevert.
15 Verder vroegen we ons af, wat het verband is tussen bovengenoemd verband en de eigenlijke driehoek 
van Pascal. Want de driehoek van Pascal geeft in elk hokje aan op hoeveel manieren men vanuit het 
beginpunt in dat hokje kan komen. Dus in een rij staan meerdere aparte getallen. Bij het bovengenoem­
de verband worden de getallen in 1 rij als 1 getal gelezen. Dus is het eigenlijk niet meer de driehoek 
van Pascal. We vroegen ons dus af hoe er dan een verband kan zijn tussen de getallen die je berekent 
20 met de formule 11n en de Driehoek van Pascal.
We hebben hier wat onderzoek naar verricht, maar konden geen bewijzen of vermoedens vinden. Voor 
bewijzen is meer onderzoek nodig.
Conclusie:
We hebben onderzocht waarom bij bovengenoemd verband 11 het grondtal is. We hebben wat kleinere 
bewijzen en vermoedens gevonden. Maar voor sluitende bewijzen is verder onderzoek nodig."
Gemma, Kasper en Erik zijn dus - terecht - van mening dat zij het vermoeden niet hebben bewezen.
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(Erik komt hiermee terug op zijn instemming die hij gaf aan het betoog van Jurrien en Kees.) Zij zien 
wel de noodzaak om een verband te leggen met de definitie van de driehoek van Pascal, maar slagen 
daar niet in. Heel verstandig proberen zij dan maar minder verstrekkende stellingen te bewijzen, om 
daarmee de hoofdstelling aannemelijker te maken.
5.3.5 Terugblik op de eerste onderzoeksronde
1. Leefwereld, wiskunde en representaties.
Overtuigd raken door voorbeelden is voor de leefwereld voldoende, binnen wiskunde niet. Het lijkt 
wel alsof Kees zich daarvan niet voldoende bewust is (1B95,21; 1S95, 58 - 59). Ook de redenering die 
Jurrien als bewijs presenteert (1S95, 18 - 41), bestaat uit een voorbeeld waaraan géén algemeen 
geldende argumenten worden ontleend.
2. De zin en betekenis van bewijzen.
Uit de vragen van Erik (1S95, 43 - 44 en 54 - 57) blijkt dat hij de band wil leggen met de definitie van 
de driehoek van Pascal. Erik zoekt dus naar verificatie door een deductieve redenering. Koen (1S95, 48 
en 50) vindt dat de redenering niet overtuigend is; hij vraagt om toelichting. Voor Ferry en Thijs 
(1V95,a, 17 - 19) verschaften de voorbeelden al overtuiging. Zij beseffen echter heel goed het verschil 
tussen wiskundige verificatie door middel van een bewijs en overtuigd raken op basis van voorbeelden. 
Ook Gemma, Kasper en Erik (1V95,b) trekken het vermoeden niet in twijfel, maar zoeken wel naar 
een bewijs. Ferry, Thijs, Gemma, Kasper en Erik hebben zeker een notie van de zin en betekenis van 
een bewijs.
De docent beperkt zich tot de rol van voorzitter: geeft het woord, vat samen, bewaakt het proces, maar 
voegt inhoudelijk niets toe aan de discussie. Daardoor wordt bewijzen elkaar overtuigen. De leerlingen 
kunnen zich niet verschuilen achter het oordeel van de docent.
3. Bewijzen en lokale ordening.
Bij deze stelling spelen twee definities een rol: de definitie van het getal dat uit een bepaalde rij van de 
driehoek van Pascal wordt gevormd en de definitie van de driehoek van Pascal zelf. Jurrien en Kees 
definiëren het getal dat door een rij in de driehoek van Pascal wordt bepaald (1S95, 1 - 15), maar zien 
niet de noodzaak om verband te leggen met de definitie van de driehoek van Pascal. Erik zoekt wel 
naar dat verband (1S95, 54 - 57). In het verslag dat hij samen met Gemma en Kasper maakt, slaagt hij 
er niet in om (samen met de twee anderen) het verband te leggen, mede omdat zij weer terugvallen op 
de definitie die Kees in de brainstorm gaf. Het lijkt er echter wel op dat niemand van de leerlingen zich 
ervan bewust is, dat het voor een bewijs noodzakelijk is uit te gaan van een vaste ondergrond, in dit 
geval de twee definities.
De wiskundige bewijstechniek die aan dit bewijs ten grondslag ligt, is 'volledige inductie'. De leerling­
en waren hiermee niet bekend. Hun redeneringen bij dit onderzoekje vormen een goede voedingsbo­
dem om een begin te maken met het expliciteren van deze bewijsmethode. In het kader van deze cursus 
zijn wij daar echter niet op ingegaan.
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4. Vorming van vaktaal.
Jurrien en Kees hebben de twee principes van volledige inductie wel aangeduid, maar niet helder ver­
woord (1S95, 27 - 29 en 1S95, 46 - 47). Het is waarschijnlijk dat ze op dit moment daartoe nog niet in 
staat zijn geweest.
5. Bewijzen binnen onderzoek.
Uit de beschrijving van de fragmenten uit de eerste onderzoeksronde '95 - '96 blijkt dat de opzet 
brainstorm - symposium - verslag werkt. Deze structuur ondersteunt het geheel: verkennen, vermoe­
dens uitspreken, argumenten geven, bewijzen. (Vervolgvragen zijn er in deze ronde niet gesteld.) 
Bewijzen maakt zo deel uit van een groter geheel. Het formuleren van een eigen vermoeden geeft 
betrokkenheid. Er zijn leerlingen die, tijdens het symposium, reageren op de presentaties van anderen. 
Ook zijn er leerlingen die aan de presentaties inspiratie ontlenen voor hun eigen verdere onderzoek.
5.4 De tweede onderzoeksronde
5.4.1 Inleiding in het onderzoeksgebied.
In de tweede onderzoeksronde was het onderzoeksterrein een type IFS (itererend functiesysteem) dat 
wij hebben aangeduid als 'het uitgebreide Sierpinski-IFS'. Een IFS is een stelsel van afbeeldingen die 
elk afzonderlijk werken op deelverzamelingen van M*M; het beeld van de IFS is de vereniging van de 
beelden van de afzonderlijke functies. Een uitgebreid Sierpinski-IFS bestaat uit een stelsel van vier 
puntvermenigvuldigingen met als centrum respectievelijk de punten (0,0), (1,0), (1,1) en (0,1) en 
vermenigvuldigingsfactoren r1, r2, r3 en r4. Deze vermenigvuldigingsfactoren liggen alle in [0,1. Het 
Sierpinski-IFS krijg je bijvoorbeeld door r1, r2 en r4 gelijk aan te kiezen en r3 gelijk aan 0. Met 'IFS- 
laboratorium', één van de twee computerprogramma's die bij de cursus horen, kunnen de leerlingen 
experimenteren met het itereren van dergelijke functiesystemen. De puntvermenigvuldigingen waarvan 
bij dit soort IFS-en sprake is, zijn voorbeelden van 'contracties', afbeeldingen waarbij de afstand tussen 
twee beeldpunten minder is dan de afstand tussen de twee originelen daarvan vermenigvuldigd met een 
constante factor c uit [0,1. Door een IFS te itereren op een beginverzameling S0 uit het platte vlak, 
ontstaat een rij van verzamelingen S0, S1, S2, . . .. Omdat het IFS uit contracties bestaat zal de rij {S) 
convergeren naar een verzameling S. Deze limietverzameling S  is onafhankelijk van de gekozen 
beginverzameling. In cursus 1 hebben we de leerlingen, na een zorgvuldige voorbereiding, uiteindelijk 
de grote lijn van een bewijs van deze stelling geschetst. In het lesmateriaal was deze schets uitgewerkt 
tot een bewijs. Deze onderzoeksronde dient er mede toe de leerlingen ervaringen te laten opdoen met 
het itereren van functiesystemen.
5.4.2 De resultaten van de brainstorm
Tijdens de zesde lesmiddag hebben de leerlingen ongeveer drie kwartier de mogelijkheden van het
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programma kunnen verkennen. Op de zevende lesmiddag stond de 'brainstorm' van de tweede onder- 
zoeksronde op de agenda. De leerlingen kregen daarbij de volgende vragen als leidraad:
Kies een uitgebreid Sierpinski-IFS en stel je daarbij de volgende vragen:
1. Zijn er punten die bij iedere stap terugkomen?
2. Zijn er lijnstukken die bij iedere stap terugkomen?
3. Zijn er vierkanten die bij iedere stap terugkomen?
De leerlingen hebben ongeveer een uur in groepjes aan de computer gebrainstormd. Na afloop werden 
de volgende vijf vermoedens op het bord geschreven:
2B95
"A (Vermoeden van Erik)
Je neemt een IFS met twee functies. Als je nu een vermenigvuldigingsfactor kiest tussen /  en 1 dan 
ontstaat er een lijn tussen deze twee punten. Neem je de factor tussen 0 en / ,  dan krijg je een rij losse 
punten die op die lijn liggen.
B (Vermoeden van Gemma)
Neem één van de vermenigvuldigingsfactoren % en de andere drie / .
Dan:
éénmaal afbeelden: oppervlakte = 1x(%)2 + 3 * (/)2 = 13/16
tweemaal afbeelden: oppervlakte = (%)2x13/16 + 3/4*13/16 =( 13/16)2
driemaal afbeelden: oppervlakte = (13/16)3
viermaal afbeelden: oppervlakte = (13/16)4
limietfiguur: oppervlakte = 0
C (Vermoeden van Koen)
Als de vermenigvuldigingsfactoren kleiner zijn dan /  wordt de oppervlakte uiteindelijk 0 en zijn er 
geen lijnstukken meer.
D (Vermoeden van Kees)
Bij de eerste contractie wordt a c (a -  c) maar ook a -  d . Sa­
men vormen c en d weer een lijnstuk a.
Dit geldt ook voor lijnstuk b.
a' is een contractie van a. a bestaat altijd, dus a ' ook en a '' ook. 
In de eindfiguur zitten dus een oneindig aantal lijnstukken, dus 
ook oneindig veel punten.
In de eindfiguur is de winkelhaak bestaande uit de lijnstukken a 
en b oneindig vaak getransformeerd tot een punt in (0,0).
(De vermenigvuldigingsfactoren moeten dan wel /  zijn bij (0,1), 
(1,1) en (1,0) en % bij (0,0).)
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E (Vermoeden van Marianne en Charlotte)
Als je begint met de oorsprong als figuur en je vermenigvuldigt het met 0,4 t.o.v. (0,0), met 0,3 t.o.v. 
(1,0), met 0,4 t.o.v. (0,1) en met 0,3 t.o.v. (1,1). Bij alle volgende stappen die je doet blijven alle punten 
die je krijgt er verder inzitten."
Ter illustratie van het vermoeden van Marianne en Charlotte voeg ik ten behoeve van de lezer het 
volgende plaatje toe. Dit plaatje werd tijdens de brainstorm niet getekend.
Het is merkwaardig dat er wel expliciete uitspraken gedaan worden over punten en lijnstukken die bij 
iedere stap terugkomen (zie de vermoedens A, C, D  en E), maar niet over vierkanten. Er zijn wel twee 
vermoedens met betrekking tot oppervlakte (zie de vermoedens B  en C). Er is echter niets dat erop 
duidt dat de leerlingen het begrip 'oppervlakte' in verband brengen met vierkanten.
De vermoedens zijn alle een resultaat van experimenten met het computerprogramma IFS-laborato- 
rium. Dit is te beschouwen als een pendant van experimenten met tekenapparaten, zoals Bartolini met 
haar studenten uitvoert. In de vermoedens B  en D  zijn aan de experimentresultaten ook logische 
overwegingen toegevoegd, die het gevolg zijn van reflectie op die experimentresultaten.
5.4.3 Het symposium
Tijdens het symposium, dat plaatsvond op de volgende lesmiddag, deden de leerlingen verslag van hun 
pogingen om de vermoedens te bewijzen. De bedenkers van de vermoedens namen in de meeste 
gevallen het voortouw. Er ontstonden discussies waaraan door veel leerlingen werd deelgenomen. Het 
symposium duurde meer dan een uur. Ik heb ervoor gekozen me, omwille van de leesbaarheid, te 
beperken tot de analyse van de discussie die ontstond naar aanleiding van vermoeden C. Ik zal deze 
keuze hierna toelichten. Bij de bespreking van vermoeden A gaven de bedenkers van deze stelling 
duidelijk te kennen dat ze er niet in waren geslaagd om een bewijs te leveren. Ook geen van de andere 
leerlingen had hier belangrijke resultaten te melden. Vermoeden B  behoefde verder geen bewijs in de 
ogen van de leerlingen. Iedereen achtte het vermoeden al overtuigend bewezen. Ook voor vermoeden 
D  geldt dat de argumenten waarmee het vermoeden wordt bewezen, al bij het vermoeden vermeld zijn. 
Bovendien brengt Kees dergelijke argumenten ook naar voren in de discussie naar aanleiding van
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vermoeden C. Vermoeden E  leidde, ondanks de afwezigheid van beide bedenksters, tot een geani­
meerde discussie, waaraan veel leerlingen deelnamen. De argumentatie lijkt op die van vermoeden C, 
alleen beperkter.
Hierna volgt het deel van het symposium dat betrekking heeft op vermoeden C. Het nam ruim een 
kwartier in beslag.
2S95
De voorzitter (D) nodigt de bedenker(s) van stelling C uit. Koen komt naar het bord.
Koen: Da's eigenlijk een beetje een aanvulling op stelling B. Ja, algemenere versie ervan. We hebben 
er eigenlijk nog een kleine verandering in; als de vermenigvuldigingsfactoren,... ze hoeven niet 
allemaal gelijk te zijn,... er moet er minstens één kleiner zijn dan een half, en de andere 
5 maximaal een half, dus ze vallen allemaal in het interval [0,^], dan gaat uiteindelijk de opper­
vlakte van die figuur naar nul, en zijn er geen overblijvende lijnstukken meer, die dus een 
oppervlakte zouden kunnen hebben of een lengte. Dat is de stelling.
D: En heb je daar ook argumenten voor?
Koen: Nou je kunt het je vrij gemakkelijk voorstellen. Bij de eerste stap valt er een bepaald gedeelte 
10 van die figuur weg, en bij elke volgende stap valt er steeds meer weg, waardoor er uiteindelijk
niks over zal blijven. Ik kan misschien een voorbeeld geven, een voorbeeldje laten zien?
Het licht wordt uitgedaan, en Koen laat een voorbeeld zien met behulp van het computerprogramma. 
Op het scherm verschijnen de volgende plaatjes:
Koen: Ik zal even deze nemen met 2 keer 0,4 en 2 keer 0,3. Nou je ziet, bij deze stap, eh, dan valt 
15 hier een groot deel van de figuur weg. Bij de volgende stap valt ook in het gedeelte waar net
nog hele stukken in zaten, weer een gedeelte weg. En als je dit maar lang genoeg voortzet,
blijft er volgens ons geen oppervlakte meer over.....Je ziet dus dat alle stukken die aan het
begin heel leken te blijven, die worden langzaam steeds verder weggeknipt. Het zal dan net 
zolang door gaan als dat je stappen doet, en als je maar genoeg stappen zet, dan zal de hele 
20 figuur verdwijnen, de hele oppervlakte van die figuur. Er zullen nog wel losse punten overblij­
ven...
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Kees: Is dat dan alleen als de vermenigvuldigingsfactoren kleiner dan een half zijn, of mogen ze ook 
een half zijn?
25 Koen: Ja, een half en kleiner.
Kees: Ja, wij hadden drie keer een half en één keer een vierde en wij kregen eruit dat er wel lijnstuk- 
ken overbleven.
Koen: Ja, maar welk lijnstuk blijft er dan over?
Koen typt even de vermenigvuldigingsfactoren die Kees noemt in, en voert met de computer opnieuw 
30 een aantal beginstappen van de iteratie uit. Dit levert de volgende plaatjes:
Vervolgens vraagt hij:
Koen: Waar blijft dan volgens jou die lijn zitten? Hierboven?
Kees: Ja die bovenste lijn, want als je..., ja die wordt dan steeds twee keer met een half vermenig­
vuldigd, en die vormen samen dan weer een lijnstuk van lengte één en die blijft dus steeds 
35 bestaan. En eh, ja, die puntvermenigvuldiging met een vierde, die eh, ja, die vermenigvuldigt
ook zeg maar dié lijn dan, en dan ontstaat 'ie steeds ook weer in de volgende contractie, dus 
dan blijft er nog een lijn bestaan."
Kasper: Volgens stelling B blijft er geen oppervlakte over en ja, een lijn heeft toch nog altijd enige 
oppervlakte.
40 Een aantal leerlingen is het hier duidelijk niet mee eens. D geeft Jurrien het woord.
Jurrien: Ja, ik vind - ja ik doe samen met Kees - ja ik vind, een lijnstuk heeft geen oppervlakte, dus ik 
vind dat stelling B wel duidelijk blijft gelden.
Koen: Ja, C eigenlijk ook.
Kees: Ja, d'r blijven dus wel lijnstukken over, en dat bewijst dus dat het niet zo is (bedoelt stelling 
45 C).
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D: Dus dat zijn twee afzonderlijke dingen, dat de oppervlakte nul wordt, en dat er lijnstukken 
overblijven...
Jurrien: Ja, die twee dingen hebben eigenlijk niks met elkaar te maken. Je kunt niet zeggen: 'als de 
oppervlakte nul is, heb ik ook geen lijnstukken'.
50 Koen: Nou, ik denk, een lijn heeft op zich geen oppervlakte, dus dat heeft dan inderdaad niks met 
elkaar te maken. Dus als er lijnstukken zijn, dan hoeft dat niet persé een oppervlakte te zijn. 
Want een lijn bestaat uit punten, en punten hebben op zich geen oppervlakte.
D: De bewering van jou (bedoelt Koen) is dus: de oppervlakte wordt nul als je begint met drie 
vermenigvuldigingsfactoren van een half en één van een kwart.
55 Koen: Er moet er in elk geval minstens ééntje kleiner zijn dan een half. Dat staat er niet bij, maar eh, 
er moet er ééntje kleiner zijn dan een half en de rest moet in het interval tussen nul en een half 
zitten.
D: Mag daar niet...
Koen: En bij een half ook nog.
60 D: Het mag daar niet buiten zitten? Dus als er eentje bij zit met eh... een factor 0,6 bijvoorbeeld?
Koen: Ja, dan wordt het lastig. Want dan gaan de stukken elkaar overlappen, en dan kan het zijn dat 
er iets net door een kleinere vermenigvuldigingsfactor is weggehaald, en dat wordt er daarna 
weer door die grotere bijgezet. Daar hebben wij ons verder niet mee bezig gehouden.
Het computerprogramma IFS-laboratorium biedt de mogelijkheid snel plaatjes te tekenen die de 
werking van een IFS illustreren. Deze plaatjes zijn representaties van de achterliggende wiskunde. De 
leerlingen hebben dankzij die representaties hun vermoedens kunnen formuleren. Door een achtereen­
volgende, eindige reeks computerplaatjes te bekijken, ontstaat het vermoeden dat, onder bepaalde 
voorwaarden, de limiet van die rij oppervlakte 0 heeft en geen lijnstukken bevat. Het lijkt erop dat 
Koen (regels 6 en 7) denkt dat de limiet geen lijnstukken bevat omdat de oppervlakte 0 is, omdat 
lijnstukken immers toch een, zij het heel kleine, positieve oppervlakte 'hebben'.
In de regels 9 t/m 12 gaat Koen ervan uit dat elke positieve, dalende rij limiet 0 heeft.
De argumenten waarmee Koen beredeneert dat de oppervlakte van de limiet 0 is, zijn ontleend aan de 
computerplaatjes. Dit blijkt uit de uitdrukking "volgens ons", in regel 18.
De bewering in de regels 20 en 21 klinkt wel suggestief, maar is onwaar. Het gekke is juist, dat hoeveel 
stappen je ook zet, er altijd een deel van de figuur met een positieve oppervlakte zal overblijven. Koen 
schijnt 'de figuur' en 'de oppervlakte van die figuur' niet van elkaar te onderscheiden als een puntverza- 
meling resp. een reëel getal.
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In de regels 24 t/m 34 weerlegt Kees het tweede deel van het vermoeden van Koen - dat er geen 
lijnstukken overblijven - met een tegenvoorbeeld.
Kasper (regel 39) denkt dat daarom ook het eerste deel van het vermoeden wordt weerlegd, omdat een 
lijn(stuk?) toch altijd nog enige oppervlakte zou hebben. Dat idee komt waarschijnlijk voort uit een 
beeld van het wiskundige begrip 'lijn', dat nog sterk leunt op plaatjes.
Na de inbreng van Jurrien (regel 42 en 43) stemt Koen ermee in dat lijnstukken geen oppervlakte 
hebben (een leefwereld-isme; bedoeld wordt dat de oppervlakte gelijk is aan 0). Zijn argument in regel 
53 zet echter alles weer op losse schroeven: een vierkant bestaat immers óók uit punten.
De docent (regel 59) laat het er maar bij zitten. In plaats daarvan probeert hij de aandacht te richten op 
mogelijke generalisaties van de stelling (regel 61). Zonder succes.
5.4.4 De verslagen
De symposiumdiscussie naar aanleiding van vermoeden C vindt zijn weerslag in drie van de ingelever­
de verslagen. Daarvan zal ik er twee bespreken. Het derde groepje ontspoort al snel door rekenfouten.
Ik begin met het verslag van Osman, Shou en Koen. Dit onderzoeksgroepje heeft een kort verslag 
ingeleverd dat ik volledig citeer:
2V95,a
Stelling:
Beginfiguur: een gevuld vierkant met hoekpunten (0,0), (1,0), (0,1) en (1,1). 
Vermenigvuldigingsfactoren: Voor alle factoren geldt het domein [0,/], waarbij minstens één 
van de factoren binnen [0 ,/>  moet zitten.
5 Als aan deze voorwaarden wordt voldaan, dan zal de uiteindelijke figuur slechts punten en lijnstukken 
bevatten.
Als wordt aangenomen dat een punt en een lijnstuk geen oppervlakte hebben, dan heeft de eindfiguur 
ook geen oppervlakte meer.
Verklaring:
10 Tijdens iedere stap van dit IFS zullen enkele delen van de figuur 'verdwijnen'. Omdat elke factor 
hooguit /  is, komen er geen nieuwe punten meer bij, terwijl er wel steeds meer punten verdwijnen. 
Hierdoor krijgt elk deel van de beginfiguur steeds grotere gaten, en zal er uiteindelijk geen oppervlakte 
meer overblijven.
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Tevens blijkt dat tussen 2 hoekpunten waarvan de vermenigvuldigingsfactoren /  zijn, een lijnstuk 
15 overblijft. Dit lijnstuk ontstaat doordat beide hoekpunten de hele ribbe (met lengte 1) met /  vermenig­
vuldigen, en deze beelden samen weer een ribbe met lengte 1 vormen. Dit proces blijft zich herhalen bij 
ieder stap van het IFS, waardoor een lijnstuk ontstaat.
Koen heeft zijn vermoeden aangepast, naar aanleiding van het symposium. Het bewijs berust echter 
nog wel op de wiskundig onjuiste bewering dat elke dalende rij positieve getallen limiet 0 heeft. Dat is 
tijdens het symposium ook niet bekritiseerd.
Kees en Jurrien hebben gekozen voor het uitgebreide Sierpinski-IFS met vermenigvuldigingsfactoren 
% (t.o.v. (0,0)) en /  (t.o.v. (1,0), (0,1) en (1,1)). Ze herhalen eerst datgene wat ze ook al als vermoeden 
D  hadden ingebracht, en voegen daaraan toe:
2V95,b
De oppervlaktes
Bij elke contractie wordt de oppervlakte 3/4 + (1/4)2 = 13/16 keer groter. De limiet van deze functie is
0. Als we er vanuit gaan dat een punt en een lijnstuk geen oppervlakte hebben en een vlak wel, dan 
heeft deze IFS geen oppervlakte.
5 Punten die altijd blijven
Hoekpunten gaan nooit verloren, omdat vanuit die hoekpunten vermenigvuldigd wordt. De contracties 
van de hoekpunten blijven dus ook altijd bestaan. De contracties daaruit ook altijd. Deze punten zijn de 
hoekpunten van de lijnstukken, die we hierboven besproken hebben. Het bewijs hiervoor hebben we 
hierboven geleverd.
De zin in de regels 3 en 4 is uiterst slordig geformuleerd. De verklaring voor deze onscherpte ligt 
waarschijnlijk in de vermenging van leefwereldoppervlakte met het wiskundige begrip 'oppervlakte'.
5.4.5 Terugblik op de tweede onderzoeksronde
1. Leefwereld, wiskunde en representaties.
Zie 2S95, 1- 22. Koen beargumenteert zijn stelling met behulp van plaatjes. In regel 9 zegt hij: "Nou, 
je kunt het je vrij gemakkelijk voorstellen." Vervolgens beschrijft hij eerst wat hij zich voorstelt en 
daarna laat hij het zien met computerplaatjes. Andere argumenten geeft hij niet.
Zie 2V95,a, 10 - 17. Ook de redenering in het verslag is nog steeds gebaseerd op plaatjes. De argumen­
tatie in het verslag is een beschrijving van wat in het symposium is verwoord.
Zie 2S95, 39 - 53. Het begrip 'oppervlakte' is slechts voor bepaalde typen figuren, zoals rechthoeken en
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driehoeken, gedefinieerd. Voor minder gangbare meetkundige figuren werken de leerlingen met een 
begrip 'oppervlakte' dat slechts op een voorstelling berust, die voortkomt uit de leefwereld.
2. De zin en betekenis van bewijzen.
In 2S95, 24 - 34 weerlegt Kees een bewering van Koen. Deze weerlegging dient om een meningsver­
schil tussen twee leerlingen te beslechten; ter verificatie dus.
3. Bewijzen en lokale ordening.
Ik verwijs naar het vermoeden B  (van Gemma).
Neem één van de vermenigvuldigingsfactoren % en de andere drie / .  
Dan:
éénmaal afbeelden: 
tweemaal afbeelden: 
driemaal afbeelden: 
viermaal afbeelden:
oppervlakte = 1x(%)2 + 3 x (/)2 = 13/16 
oppervlakte = (%)2x13/16 + 3/4x13/16 =( 13/16)2 
oppervlakte = (13/16)3 
oppervlakte = (13/16)4
limietfiguur: oppervlakte = 0
De redenering die in de bovenste zes regels wordt aangegeven, is wiskundig correct. De oppervlakte 
van vierkante gebieden is immers een gedefinieerd begrip. Wanneer alle afmetingen worden vermenig­
vuldigd met een factor % resp. / ,  dan worden de oppervlaktes vermenigvuldigd met resp. (%)2 resp. 
( / ) 2; dat is een bekende stelling van school. Gemma gebruikt de intuïtief duidelijke eigenschap van het 
informele oppervlaktebegrip dat de oppervlakte van een gebied dat uit twee disjuncte deelgebieden 
bestaat, gelijk is aan de som van de oppervlakten van de deelgebieden. De overgang naar de slotcon­
clusie is dubieus. Het begrip 'limiet van een rij vlakke figuren' is niet gedefinieerd. Er is nergens uit af 
te leiden dat Gemma dit gemis voelt. De implicatie dat de limiet van de oppervlakte-rij wel gelijk zal 
zijn aan de oppervlakte van de limiet van de rij van meetkundige figuren, wordt slechts ondersteund 
door beelden, niet door argumenten. Deze laatste conclusie komt voort uit computerplaatjes, uit repre­
sentaties dus. De geschetste problemen zijn echter voor Gemma (en evenmin voor de andere leerlin­
gen) niet "mit dem blossen Auge" waarneembaar en vallen dus buiten het gebied dat scherp uitgelijnd 
wordt.
4. Vorming van vaktaal.
Kees gebruikt het woord 'contractie'. Deze term is in dit verband niet correct; 'iteratie' zou een betere 
term zijn (2S95, 38 en 2V95,b,1).
Zie 2V95,b, 6 - 7. Het woord 'contracties' wordt nu gebruikt in plaats van 'de beelden (van de hoekpun­
ten) onder één van de vier contracties'.
Zie 2V95,b, 1 - 2. "De limiet van deze functie is 0." De gedachte waarnaar deze zin verwijst, laat zich 
wel raden. Deze gedachte heeft wel betekenis, ook al is de zin op zich betekenisloos omdat het begrip 
'limiet van een functie' niet is gedefinieerd..
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Zie 2V95,b, 4. ". . ., dan heeft deze IFS geen oppervlakte." Jargon, waarschijnlijk. Wat Kees bedoelt, 
laat zich wel raden.
5. Bewijzen binnen onderzoek.
De leerlingen hebben tijdens de brainstorm eigen vermoedens geformuleerd. Dat geeft betrokkenheid. - 
De leerlingenen hebben zich in de tijd tussen brainstorm en symposium geconcentreerd op het bewij­
zen van hun eigen vermoeden. Tijdens het symposium blijkt dat Koen en Kees tot verschillende 
inzichten zijn gekomen (2S95, 24 - 38). Kees levert een tegenvoorbeeld bij de bewering van Koen (dat 
er géén lijnstukken overblijven) en overtuigt Koen daarmee. In het debat komt ook aan het licht dat 
sommige leerlingen geen goed beeld hebben van lijnen en punten. Zij zijn van mening dat deze 
meetkundige objecten een weliswaar kleine, maar toch positieve oppervlakte hebben (2S95, 39 - 53). - 
Het symposium heeft zijn weerslag op de verslagen (2V95,a,7 - 8 en 2V95,b, 3 - 4). Er zijn geen ver­
volgvragen gesteld.
5.5 De derde onderzoeksronde
5.5.1 Inleiding in het onderzoeksgebied.
De opzet van de derde ronde week af van beide voorafgaande. De leerlingen vormden groepjes van 
twee o f drie. De brainstorm en het symposium vervielen. In plaats daarvan kreeg elk groepje tijdens les 
10 en les 11 ongeveer een kwartier lang individuele begeleiding van de aan het groepje toegewezen 
docent. Bijlage 7 bevat twee protocollen van begeleidingsgesprekken uit les 10. In les 9 waren de 
volgende suggesties aangereikt voor onderzoeksthema's waaruit de groepjes vrij konden kiezen.
"Mogelijkheden voor eigen onderzoek
1 Bij het eerste onderzoek, over de driehoek van Pascal, zijn nog een aantal vermoedens blijven liggen. 
Misschien wil je daar alsnog mee verder gaan.
- Het patroon van oneven getallen in de driehoek van Pascal leidt tot de zeef van Sierpinski. Er is echter nog 
geen steekhoudende redenering gegeven om dit aan te tonen.
- Welke patronen verschijnen er wanneer je let op deelbaarheid door drie, door vier, enzovoort? Kun je daar 
ook argumenten voor geven?
- Ook onbewezen is nog de stelling die zegt dat van elk getal in het binnengebied van de driehoek van Pascal 
de zes buren zijn op te splitsen in twee drietallen waarvan het product gelijk is.
2 Ook voor het tweede onderzoekonderwerp, het uitgebreide Sierpinski - IFS, zijn de mogelijkheden nog lang 
niet uitgeput. Je hebt gezocht naar punten en lijnstukken die bij iteratie weer terugkomen. Daarbij heb je de 
vermenigvuldigingsfactoren gevarieerd.
- Wat gebeurt er als je ook negatieve vermenigvuldigingsfactoren toelaat?
- Wat gebeurt er als je één of twee van de vermenigvuldigingscentra verplaatst?
- Hoe groot wordt de uiteindelijke beeldfiguur?
- Hoe groot worden de sloten tussen de eilandjes?
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3 Het tekenen van plaatjes met condensatie, een van de opties in IFS-laboratorium, is nog nauwelijks onder­
zocht. Daar moet toch veel eer te behalen zijn! Kun je bijvoorbeeld verschillende typen varens tekenen? 
Bomen misschien? Waar moet je dan op letten? Een belangrijke vraag: Kun je die plaatjes ook krijgen met 
een IFS zónder condensatie?
4 Het programma Funiter biedt nog vele mogelijkheden. Beperk je tot enkele daarvan en probeer daar dieper 
op in te gaan. Kies bijvoorbeeld een bepaalde familie functies en zoek daar interessante exemplaren uit. 
Bepaal dekpunten, cykels en Juliaverzamelingen. Niet alleen experimenteren, maar ook berekenen en 
beredeneren.
5 Voor degenen die weer eens iets heel anders willen. Met IFS-laboratorium kun je ook plaatjes tekenen zoals 
hieronder. (Zoek zelf maar uit hoe.)
Er zijn ook spiralen in getekend. Kun je de lengte 
daarvan berekenen?
Kun je nog verder generaliseren?
Eén groepje koos voor mogelijkheid 3. Zij hebben geprobeerd verschillende soorten varens zo natuur­
getrouw mogelijk na te tekenen met het computerprogramma IFS-laboratorium. Een ander groepje 
heeft een knap onderzoek gedaan op basis van Funiter, het vierde van de aangereikte thema's. Dergelij­
ke onderzoeken komen ook terug in de derde ronde van cursus 2. Het vijfde onderwerp vond de meeste 
weerklank: het werd door vier groepjes gekozen. In deze paragraaf zal ik de resultaten van deze vier 
groepjes met elkaar vergelijken.
5.5.2 Gemma, Kasper en Erik
Als eerste hebben ze onderzocht hoe je het eenvoudigste plaatje (Zie figuur 7) met IFS-laboratorium 
kunt tekenen (in mijn woorden):
- beginnen met het lijnstuk a0;
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- lijnstuk aB+j krijg je door lijnstuk aB ten opzichte van het snijpunt van de diagonalen van het vier­
kant te draaien over 45o en te vermenigvuldigen met V /2, voor elke n  e {1,2,3, . . .}.
Vervolgens berekenen ze de lengte van de spiraal, door de som te bepalen van een oneindige meetkun­
dige rij:
- a0 = / ;
- an = / •  (r)n, met r  = x/vJ2;
- An = a0 + a1 + a2 + . . . + an,
1 — r n+ 1
- An = a0- L - ^ —
1 -  r
Door de limiet te nemen vinden ze de lengte van de hele spiraal:
A = ! •  1 ^  + 1 ,  
- 2 ^ ^ 7 2  ^ .  
2
De lengte van deze spiraal berekenen ze nog op een tweede manier:
- eerst de som van de twee rijen a0, a2, a4, a6, . . . en a1, a3, a5, a7, . . . afzonderlijk; bij deze rijen is r
= / ;
- de som van de eerste rij is 1, de som van de tweede rij is /  2;
- de lengte van de hele spiraal is dus 1 + V//2
Tenslotte merken ze op dat de som van de tweede rij ook uit de som van de eerste is a f te leiden: alleen 
de begintermen verschillen, de vermenigvuldigingsfactor is hetzelfde.
Analyse.
Het samenspel tussen representatie en wiskunde is vanzelfsprekend. Het eerste doel ligt in de represen- 
tatiewereld: het (eenvoudige) plaatje zelf tekenen met IFS-laboratorium. De waarden die je dan moet 
kiezen voor de verschillende variabelen die het computerprogramma vraagt, kun je vinden door je even 
terug te trekken in de wiskunde. Aan het plaatje dat de computer dan tekent, kun je direct zien of je 
wiskundige berekeningen goed zijn.
Voor het berekenen van de lengte van de spiraal gebruiken de leerlingen de formule voor de som van 
een oneindige (sommeerbare) meetkundige rij. Zo verwerken ze eerder behandelde theorie.
Aan het eind van hun onderzoek kijken ze terug op hun berekening en vinden nog twee manieren om 
hetzelfde resultaat op een inzichtelijker manier te vinden. Een goede onderzoekende houding. Op deze 
manier controleren ze de berekening; deze wordt tevens inzichtelijker. De tweede en derde berekening 
verhelderen de eerste berekening.
5.5.3 Osman, Shou en Koen
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Ook dit groepje heeft eerst zelf een spiraal getekend met IFS-labo- 
ratorium. Hiernaast heb ik hun plaatje nagemaakt. Het is niet duide­
lijk of aan de tekening van de leerlingen berekeningen ten grond­
slag liggen, of dat zij al proberend een benadering voor de 
vergrotingsfactor hebben gevonden.
Daarna berekenen ze de lengte van een spiraal. Ze stellen de lengte 
van de zijde van het vierkant gelijk aan 1 en gebruiken verder de 
volgende formules:
1) a + b  = 1
2) a 2 + b 2 = c 2
3) tan(a) = a/b
Uit 1) en 3) leiden ze af:
a
4) tan(a)
1 + tan(a)
Uit formule 2 volgt:
5) c = \l(a 2 + b 2)
Ze merken op dat an = a0 • c n, voor n  e N (met a0 = a) en vinden voor de totale lengte van de spiraal 
(A) de formule:
A
a
a
1
Vervolgens bewijzen ze dat de oppervlakte tussen twee spiralen % deel is van de hele oppervlakte van 
het vierkant. Ze merken op: "Deze oppervlakte noemen wij een arm." Daarvoor gebruiken ze de eerder 
genoemde 5 formules, plus nog een zesde:
6) Opp. driehoek = Vab.
Daaruit leiden zij af:
O = 1  an 2
On
1
2
On 1  a2
On 1  a2
— acbc + — ac 2bc2 + . . . + — a c nb c n
2 2 2
— abc2 + — abc4 + . . . + — abc2n
2 2 2
2 4 2n
1 c 2n 2
1 c 2
Ze merken op: omdat 0 < c < 1, nadert c 2n+2 naar 0 als n -  °°.
Daaruit berekenen ze O, de oppervlakte van het gebied tussen twee spiralen:
/n ,• 1 * 1 -  c 2n + 2 1 abO = l im —ab
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2 1 -  c 2 2 1 -  c 2
Door tenslotte hierin b = 1 - a en c 2 = a 2 + (1 - a)2 te substitueren, vinden ze: O = %.
Analyse.
Ook dit groepje tekent eerst, en krijgt zo greep op de problematiek.
In hun formule voor de lengte van de spiraal is het verband met de draaiingshoek a  niet expliciet. Dat 
was een mogelijkheid tot een vervolgvraag. Jammer dat ze daar geen aandacht aan besteden.
Ze noemen 'de oppervlakte' een 'arm'; waarschijnlijk bedoelen ze echter met een arm 'een deel van het 
vierkant dat tussen twee opeenvolgende spiralen ligt'.
Ze brengen de, toch niet eenvoudige, rekenpartij om de oppervlakte van een arm te vinden, tot een 
goed einde. De uitkomst % zet hen niet aan tot een terugblik. Dan hadden ze misschien ontdekt dat je 
die uitkomst ook uit de symmetrie, die in het plaatje zit, kunt vinden.
5.5.4 Bob en Dérick
(Zie bijlage 7 voor een protocol van het eerste begleidingsgesprek.)
Bob en Dérick hebben een verslag gemaakt in de vorm van een computerprogrammaatje. Vanuit een 
hoofdmenu kun je de verschillende 'bladzijden' op het scherm laten verschijnen. Ze hebben mooie 
tekeningen in kleur en de lay-out is af. De eerste vraag die ze onderzoeken, is hoe je plaatjes zoals in 
figuur 8 met een IFS kunt tekenen. Daarvoor moeten ze bij elke draaiingshoek de
vergrotingsfactor vinden. a  b
C l
Met het plaatje hiernaast vinden ze:
sin(a) = — , cos(a) = — j
c c /  /
sin(a) + cos(a) = a + b /!
c / 1
1 _ c / ° \
sin( ) cos( ) a b
/ I
Dus de vergrotingsfactor bij een draaiingshoek a  is
Figuur 10
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1
sin(a) + cos(a)
Daarmee is hun eerste vraag beantwoord.
Als tweede proberen ze de lengte van een spiraal te berekenen. Ze maken het zich makkelijk door nu 
niet de zijde van het vierkant gelijk aan 1 te stellen, maar het lijnstuk a. De lengte van de spiraal die 
hoort bij een draaiingshoek berekenen ze dan als som van de oneindige meetkundige rij met begin- 
term 1 en reden de vergrotingsfactor die bij a  hoort. Ze berekenen als voorbeeld de lengte (T) van de 
spiraal die hoort bij een draaiingshoek van 23o:
T  = -------------- 1-------------- = ------- 1-------  = 4,2122
1 1 -  0,7626 .
sin( ) cos( )
Analyse.
De presentatie in de vorm van een computerprogrammaatje is erg geslaagd. Er komen nog een paar 
mooie plaatjes in voor (die ik niet heb overgenomen), waarmee duidelijk wordt dat Bob en Dérick wel 
hebben achterhaald hoe je zulke spiralen kunt tekenen met een IFS.
De formule voor de vergrotingsfactor bij een draaiingshoek is langs een korte, heldere weg afgeleid. 
De formule voor T  legt geen verband met de zijde van het vierkant.
In hun benadering van de lengte van de spiraal bij een draaiingshoek van 23o geven zij zonder enige 
reserve een uitkomst in vier decimalen. Met mijn eigen rekenmachine vind ik al een afwijking bij de 
derde decimaal: 4,2130. Deze afwijking wordt grotendeels verklaard doordat Bob en Derick in hun 
berekening tussentijds afronden op 0,7626.
5.5.5 Kees en Jurrien
(Zie bijlage 7 voor een protocol van het eerste begleidingsgesprek.)
Kees en Jurrien berekenen ook de lengte van de spiraal die hoort bij een draaiingshoek a, als som van 
een oneindige meetkundige reeks. Ze vinden voor de reden van de meetkundige reeks dezelfde formule
als Bob en Dérick: r  = ---------- 1---------  . Als beginterm kiezen ze echter niet 1, maar ze gaan uit van
sin( ) cos( )
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een vierkant met zijde 1. De beginterm wordt dan sin(a)
cos(a) + sin(a)
. Voor de som (A) van de
oneindige meetkundige reeks krijgen ze:
A sin( )
cos(a) + sin(a) -  1
Ik citeer nu uit hun onderzoeksverslag:
3V95
"Hiernaast is een grafiek van deze functie getekend. In de 
grafiek is de hoek (in graden) uitgezet tegen de lengte van 
de spiraal.
Het is interessant om te kijken wat er gebeurt als hoek a 
naar nul gaat. Het berekenen van de limiet levert op het 
eerste gezicht problemen op. Zowel de term boven als on­
der de streep gaan naar nul toe. Nader onderzoek is dus 
vereist. Om de limiet te berekenen bekijken we het omge­
keerde van de formule:
Figuur 11
5
10
cos( ) sin( ) 1 cos( ) 1 sin( )
sin( )
cos(a) -  1 cos(a) 
sin( )
lim A = -
a - 0 1
sin( ) sin( )
sin( )
1 cos(a) + 1 
cos( ) 1
- sin2(a) _ 1 
sin( ) cos( ) 1
Nadat ze dit huzarenstukje hebben voltooid, maken ze nog een generalisatie naar spiralen in een 
regelmatige n - hoek met ribbe 1. In het plaatje hieronder is d de ribbe van de één-na-grootste veelhoek.
Ik citeer:
15 "Het verband tussen P en n is:
360
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Nu gaan we a0 berekenen:
tan(a)
ao • sin(P)
1 -  ao + ao • cos(p)
a
-  tan(a)
0 -ta n (a )  + tan(a) • cos(P) -  sin(P) 
sin( )
0 sin(P) • cos(a) + sin(a)(1 -  cos(P))
n
Uit de figuur volgt:
20 sin(a) • d = sin(P) • a0
De reden is nu:
r  = d  = sin^ )  . a = ______________ sin(p)______________
sin(a) 0 sin(P) • cos(a) + sin(a)(1 -  cos(P))
De lengte van de spiraal (A) is:
A -  a . 1 _ sin(°0A ^ a0 1 -  r  sin(P)cos(a) + sin(a)(1 -  cos(P)) -  sin(P)
25 Ook hier is het weer interessant om te kijken wat er gebeurt als hoek naar nul gaat. Dit levert na enig 
rekenwerk het volgende op:
lim A - 1
0 cos( ) 1
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Hiernaast staat een grafiek van deze functie. Hierbij is de 
lengte van de spiraal als a nul nadert, uitgezet tegen hoek 
30 p.
Als je voor hoek P in deze formule 90o neemt, dan komt 
er als limiet 1 uit. Het klopt dus met de eerder gevonden 
formule voor het vierkant."
Figuur 13
Analyse.
Ook Kees en Jurrien kunnen spiraalplaatjes tekenen met een IFS; dat blijkt wel uit hun verslag.
De formule voor de reden van de meetkundige reeks is dezelfde als die van Bob en Dérick. De formule 
voor de lengte van de spiraal bij een draaiingshoek a  is gebaseerd op een vierkant met zijde 1; boven­
dien is de samengestelde breuk weggewerkt.
Kees en Jurrien berekenen in de kantlijn met deze formule de lengte van een spiraal met een draaiings- 
hoek van 15o. Ze geven als uitkomst: A = 1,151612686 en maken zich niet druk om de betrouwbaar­
heid van de decimalen achter de komma.
De grafiek van de spiraallengte uitgezet tegen de draaiingshoek (regel 1) is informatief. Kees en Jurrien 
gaan er correct mee om: de grafiek suggereert dat lim A  1 . Ze beseffen dat er nog een bereke-
a l 0
ning nodig is om dat vast te stellen. Dat doen ze dan ook, op een voortreffelijke manier (regel 4 - 10).
De volgende stap in hun onderzoek is van een verbluffend hoog gehalte: van spiralen in vierhoeken 
generaliseren ze naar spiralen in n - hoeken. Ze volgen bij hun berekeningen het patroon dat ze ook bij 
het vierkant hebben toegepast (regel 16 - 25).
Ze berekenen lim A  (waarschijnlijk met dezelfde truc die ook bij het vierkant werkte) en vinden
0
zo bij iedere regelmatige n  - hoek met zijde 1 de lengte van de spiraal (regel 26 - 28).
Heel professioneel gaan ze na dat deze algemenere formule in overeenstemming is met het bijzondere 
geval dat ze tevoren hebben afgeleid (regel 32 - 34).
Hoofdstuk 5: Beschrijvend onderzoek bij cursus 1 87
5.5.6 Terugblik op de derde onderzoeksronde
1. Leefwereld, wiskunde en representaties.
Het samenspel tussen wiskunde en representatie is in dit onderzoeksgebied vanzelfsprekend. Alle vier 
de groepjes krijgen, door zelf te tekenen, greep op de problematiek (4.4.2; 4.4.3; 4.4.4; 4.4.5) . De 
plaatjes op het beeldscherm bieden directe controle op de wiskundige berekeningen; ook geven ze bij 
twee van de vier groepjes (Osman, Shou en Koen (4.4.3); Kees en Jurrien (4.4.5)) inspiratie tot nieuwe 
onderzoeksvragen.
Kees en Jurrien maken zinvol en correct gebruik van grafieken (3V95, 1, 29).
Bob en Dérick (4.4.3), en ook Kees en Jurrien, bekommeren zich niet om de betrouwbaarheid van de 
uitkomsten die ze met de rekenmachine vinden (analyse 3V95).
2. De zin en betekenis van bewijzen.
Door te zoeken naar een bewijs worden de leerlingen er toe aangezet de theorie van meetkundige rijen 
nog eens te herhalen (4.4.2; 4.4.3; 4.4.4; 4.4.5).
De berekening van de oppervlakte van een 'arm' door Osman, Shou en Koen, dient om de uitkomst te 
vinden. Ter verificatie dus. Wanneer je let op de symmetrie van de figuur, zie je in één oogwenk dat 
die oppervlakte % is. Dat zou verhelderend geweest zijn (4.4.3).
3. Bewijzen en lokale ordening.
Kees en Jurrien schetsen, bij de spiraal in een vierkant, in drie regels hoe zij de limiet van A hebben 
berekend als de draaiingshoek naar 0 gaat. Ze laten nogal wat stappen onvermeld (3V95,10). De 
tweede limietberekening, bij de spiralen in regelmatige veelhoeken, laten ze helemaal achterwege 
(3V95, 28). (Kennelijk richten ze zich tot lezers die zij zeer hoog aanslaan o f ze hebben 'Derive' 
gebruikt, zonder het te vermelden.)
4. Vorming van vaktaal.
Osman, Shou en Koen zeggen dat ze de oppervlakte van het gebied tussen twee spiralen 'een arm' 
noemen; het is echter waarschijnlijk dat ze met een arm niet de oppervlakte van het gebied, maar het 
gebied zelf bedoelen (4.4.3).
5. Bewijzen binnen onderzoek.
Gemma, Kasper en Erik kijken terug op hun eerste berekening van de lengte van de spiraal. Zo komen 
ze twee keer tot een elegantere oplossing (4.4.2).
Osman, Shou en Koen kijken niet terug op hun resultaten. Zij zijn tevreden met een halfslachtige 
formule voor de lengte van de spiraal en worden door de uitkomst % van de opervlakte van de arm, 
niet geïnspireerd tot verder onderzoek naar de verklaring van die mooie uitkomst (4.4.3).
Bob en Dérick zijn al snel tevreden, met een formule waarin een samengestelde breuk voorkomt; van 
terugblikken is geen sprake (4.4.4).
Kees en Jurrien gedragen zich als echte onderzoekers. Nadat ze hun formule voor de lengte van de 
spiraal bij draaiingshoek a  hebben gevonden, tekenen ze een grafiek (3V95,1). Ze komen, door te 
specialiseren, tot een nieuwe onderzoeksvraag: wat gebeurt er als de draaiingshoek tot 0 nadert 
(3V95,4 - 5)? Door te generaliseren vinden ze een tweede vervolgvraag: de lengte van spiralen in n -
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hoeken (3V95, 12 - 14). Wanneer ze ook daarvoor een formule hebben afgeleid, tekenen ze wederom 
een grafiek (3V95, 29 - 31). Tenslotte vinden ze een derde vervolgvraag, weer door te specialiseren 
naar het bijzondere geval dat de draaiingshoek naar 0 gaat (3V95, 26). Als finishing touch controleren 
ze of de resultaten met elkaar in overeenstemming zijn (3V95, 32 - 34). (De mooie uitkomsten voor de 
lengte van een spiraal (1 bij een vierkant met zijde 1en (-1)/(cos(P) - 1) bij veelhoeken met zijde 1) 
zetten hen echter niet meer aan het denken. Toch vragen die om verdere opheldering!)
5.6 Samenvatting van de analyses
In dit hoofdstuk heb ik interessante voorvallen uit de drie onderzoeksronden van cursus 1 weergege­
ven. De drie onderzoeksronden dienden voornamelijk het doel de leerlingen te leren bewijzen. In 
hoofdstuk 2 heb ik vijf parameters geformuleerd die bij leren bewijzen een rol spelen. Ik zal nu een 
samenvatting geven van de analyses die ik op basis van deze parameters heb gegeven.
1. Leefwereld, wiskunde en representaties.
Deze leerlingen gebruiken meermalen voorbeelden als een bewijs; daarmee gebruiken ze een wijze van 
redeneren die in de leefwereld gebruikelijk is, maar in een wiskundig bewijs niet correct (1B95, 21; 
1S95, 58 - 59; 1S95, 18 - 41).
In de tweede ronde komt het voor dat leerlingen een bewijs baseren op informatie uit plaatjes, die geen 
algemene geldigheid heeft (2V95,a, 10 - 17).
'Oppervlakte' heeft zowel betekenis binnen de wiskunde als binnen de leefwereld. Het wiskundige 
begrip dient als model voor het leefwereldbegrip. In de tweede ronde blijkt dat leerlingen deze twee 
begrippen met elkaar verwarren (2S95, 39 - 53).
Sommige leerlingen gebruiken de rekenmachine zonder zich druk te maken om fouten die door afron­
ding kunnen ontstaan (4.4.4; analyse 3V95).
(Computer-)plaatjes kunnen van dienst zijn om vertrouwd te raken met de problematiek (2B95; 4.4.2; 
4.4.3; 4.4.4; 4.4.5).
Grafieken en plaatjes kunnen inspiratie bieden voor nieuwe onderzoeksvragen (3V95, 1, 29).
2. De zin en betekenis van bewijzen.
In de eerste ronde blijkt dat sommige leerlingen wel degelijk een notie hebben van de zin en betekenis 
van een bewijs: hoewel zij de waarheid van de stelling niet betwijfelen, zoeken ze toch naar een 
redenering die de band legt tussen de definitie van de driehoek van Pascal en de stelling (1S95, 43 - 
44, 54 - 57; 1S95, 48, 50; 1V95,a, 17 - 19; 1V95,b).
Door zich te beperken tot een voorzittersrol kan de docent bevorderen dat leerlingen elkaar overtuigen 
door het geven van een bewijs of weerlegging.
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In de tweede ronde weerlegt één van de leerlingen de bewering van een andere leerling met een 
tegenvoorbeeld (2S95, 24 - 34).
Zoeken naar een bewijs stimuleert herhalen en integreren van voorafgaande theorie (4.4.2; 4.4.3; 4.4.4; 
4.4.5).
In deze drie onderzoeksronden heeft bewijzen (berekenen) uitsluitend gediend ter verificatie. Op een 
moment in de derde ronde dat een resultaat om verheldering vroeg, hadden de leerlingen daar geen oog 
voor (4.4.3). De leerlingonderzoekjes boden geen voorzetten tot systematisering van resultaten.
3. Bewijzen en lokale ordening.
In het voorbeeld uit de eerste ronde lijkt het dat bijna niemand van de leerlingen zich ervan bewust is, 
dat je een bewijs moet baseren op een vaste ondergrond; in dit geval zijn dat de definitie van de drie­
hoek van Pascal en de definitie van het getal dat door de n  - de rij bepaald wordt (1S95, 1 - 15. Alleen 
Erik zoekt naar dat verband, maar geeft het snel op (1S95, 54 - 57).
In de tweede ronde doet Gemma een uitspraak over een begrip (de "limietfiguur" van een rij verzame­
lingen) zonder dat ze dat begrip heeft gedefinieerd (2B95).
In de derde ronde vermelden Kees en Jurrien alleen de hoofdstappen in hun eerste limietberekening; de 
tussenstappen laten ze aan de lezer over (3V95, 10). De tweede limietberekening laten ze helemaal 
achterwege (3V95,28).
De leerlingen beschikken kennelijk niet over criteria waaraan een bewijs dient te voldoen.
4. Vorming van vaktaal.
In de eerste ronde stuiten de leerlingen op een voor hen nieuw type redenering: de volledige inductie. 
Dit blijkt een groot obstakel (1S95, 27 - 29, 46 - 47).
Kees gebruikt in de tweede ronde het woord 'contractie' in twee betekenissen, die beide niet overeenk­
omen met de definitie (2S95, 38; 2V95,b, 1).
Osman, Shou en Koen gebruiken in de derde ronde 'oppervlakte' in de betekenis van 'gebied' (4.4.3).
5. Bewijzen binnen onderzoek.
De structuur 'brainstorm - symposium - verslag' ondersteunt het geheel 'verkennen - vermoedens 
uitspreken - argumenten geven - bewijzen'. Bewijzen krijgt zin binnen dit grotere geheel.
Het symposium stimuleert het verwoorden van argumenten, leidt tot debat tussen leerlingen (2S95,
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39 - 53) en geeft ideeën voor verder onderzoek (2V95,a, 7 - 8; 2V95,b, 3 - 4).
In de derde ronde komen sommige leerlingen tot vervolgvragen, ofwel door terug te kijken op het 
geleverde bewijs en te zoeken naar een elegantere, meer inzichtelijke weg (4.4.2), ofwel door generali­
seren o f specialiseren (3V95, 4 - 5, 12 - 14, 26).
Kees en Jurrien controleren of een algemene formule in overeenstemming is met een eerder gevonden 
resultaat (3V95, 32 - 34)
In de onderzoeksverslagen komen haast geen rekenfouten voor; eigen onderzoek bevordert blijkbaar - 
nauwkeurig en zorgvuldig werken.
Op grond van mijn ervaringen in deze cursus stel ik vast dat de leerlingen de onderzoeksronden 
spannend en motiverend vonden. Zelf onderzoek doen geeft betrokkenheid en motivatie.
5.7 Antwoord op de eerste deelvraag
Brengt het leerlingonderzoek de leerlingen ertoe dat ze zich bekwamen in het bewijzen? Uit de 
samenvatting van de analyses op basis van de vijf gekozen parameters in de vorige paragraaf blijkt dat 
de leerlingen in deze vorm van leerlingonderzoek met belangrijke aspecten van bewijzen te maken 
krijgen. De leerlingen demonstreren met name in de derde ronde dat ze in staat zijn tot verdienstelijke 
onderzoekjes; sommige leerlingen hebben zonder meer een uitstekend werkstuk afgeleverd. Ook laten 
de analyses zien dat er ten opzichte van elk van de vijf parameters tekortkomingen zijn. In de geanaly­
seerde fragmenten komt reflectie op de geleverde bewijzen en daarmee op de eventuele tekortkoming­
en daarvan niet expliciet aan de orde. Dit leidt tot het sterke vermoeden dat het leerlingonderzoek in 
cursus 1 aan de leerlingen wel mogelijkheden heeft geboden zich te bekwamen in een aantal belangrij­
ke aspecten van bewijzen, maar dat deze mogelijkheden onvoldoende zijn benut.
Hoofdstuk 6: Experimenteel onderzoek bij cursus 1
6.1 Inleiding
Bij mijn experimentele onderzoek ging het erom vast te stellen of de leerlingen vooruitgang geboekt 
hebben in het bewijzen, die is toe te schrijven aan de leeromgeving van de cursus 'Hogere Wiskunde'. 
Hiervoor heb ik een opzet gekozen met voor- en natoets, een experimentele groep en een controle­
groep. In dit hoofdstuk introduceer ik eerst de twee groepen leerlingen die bij dit onderzoek betrokken 
zijn op basis van de overgangsrapporten van 4 VWO naar 5 VWO en van 5 VWO naar 6 VWO. 
Vervolgens beschrijf ik de toetsen die voor dit onderzoek zijn geconstrueerd. Tenslotte onderzoek ik of 
de resultaten van de experimentele groep bij de voor- en de natoets significant beter zijn dan de 
resultaten van de controlegroep.
6.2 De samenstelling van de twee groepen
Bij dit onderzoek zijn een experimentele groep en een controlegroep betrokken. De controlegroep dient 
ervoor, eventueel gemeten progressies te kunnen toeschrijven aan cursus 1. In het ideale geval wijken 
de leden van de controlegroep slechts op één punt af van de leerlingen die meedoen aan cursus 1, 
namelijk dat zij níet meedoen aan die cursus. De samenstelling van de experimentele groep had ik niet 
zelf in de hand; ik moest afwachten welke leerlingen zouden deelnemen aan de cursus. Ik ging er 
echter vanuit dat deze leerlingen goed in wiskunde zouden zijn en genoeg reserve zouden hebben om 
naast school nog een flinke extra prestatie te leveren. Voor het formeren van de controlegroep heb ik 
daarom wiskundedocenten van verschillende scholen uit de regio Nijmegen gevraagd leerlingen te 
werven uit 5 VWO, die niet alleen minstens een 8 voor wiskunde hadden op het overgangsrapport van
4 naar 5 VWO, maar ook over de hele breedte sterk waren. Deze collega's hebben in totaal 22 van 
dergelijke goede leerlingen bereid gevonden deel te nemen aan de controlegroep. De leerlingen van de 
controlegroep zijn in oktober '95 en mei '96 naar de universiteit gekomen en hebben daar samen met de 
deelnemers aan cursus 1 in een tentamenzaal van de universiteit, onder het toeziend oog van twee van 
de cursusdocenten (waaronder ikzelf), de voortoets en de natoets gemaakt. Elke leerling, zowel van de 
experimentele groep als van de controlegroep heeft zich voor beide toetsen volledig ingezet. Ze werden 
hiervoor beloond met thee en een gevulde koek.
De controlegroep (voortaan aangeduid als C) is, door de keuze van mijn collega's wiskunde, een 
aselecte steekproef uit de beste leerlingen van 5 VWO van de regio Nijmegen; deze leerlingen zijn niet 
alleen goed in wiskunde, maar sterk over de hele breedte. Om een beeld te geven van het niveau van 
deze leerlingen heb ik in de tabel 'C - Overgangsrapporten' per leerling het rapportcijfer voor wiskunde, 
het gemiddelde van de rapportcijfers van de exacte vakken (inclusief wiskunde) en het gemiddelde van
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alle rapportcijfers weergegeven, zowel van het overgangsrapport naar 5 VWO als van het overgangs­
rapport naar 6 VWO.
C Overgangsrapportennaar 5V naar 6V
leerling-
nummer Wi
gem.
Wi,N,S,B
gem.
totaal Wb
gem. Wa, 
Wb,N,S,B
gem.
totaal
1 9 8,50 8,33 8 7,67 8,00
2 9 9,50 7,68 7 8,00 7,40
3 9 8,75 8,69 8 8,75 8,40
4 9 8,00 8,00 9 8,00 7,89
5 8 8,00 7,50 6,5 6,63 6,90
6 10 9,25 9,25 10 9,70 9,10
7 7,5 7,50 7,42 6 6,60 7,18
8 8 8,25 7,42 7 8,25 7,88
9 8 8,25 8,00 9 7,80 7,82
10 8 8,25 8,00 8 7,75 7,62
11 8 7,50 7,45 7 6,50 7,11
12 9 9,00 8,54 9 8,50 8,17
13 8 8,50 8,08 7 7,50 7,75
14 8 8,25 7,67 9 8,50 8,00
15 9 8,50 8,50 8 7,50 7,91
16 8 7,50 7,58 6 6,50 7,00
17 8 8,00 7,27 6 6,33 6,38
18 9 8,33 7,36 8 7,50 7,22
19 8 7,75 7,36 7 8,33 7,38
20 8 8,00 7,82 8 8,00 7,89
21 9 8,25 8,23 7 *) 7,64
22 9 9,25 8,79 9 9,25 8,91
Gemiddelde: 8,48 8,32 7,95 7,70 7,79 7,71
*) Deze leerling had buiten wiskunde B geen exacte vakken in zijn pakket.
C mag dus worden beschouwd als een steekproef uit de allerbeste leerlingen van 5 VWO in de regio 
Nijmegen. Geldt dat ook voor de experimentele groep (El)?. Uit de volgende tabel met rapportcijfers 
blijkt dat het gemiddelde van de wiskundecijfers van de leerlingen uit E l  nog een fractie hoger is dan 
van C; de gemiddelden van de B-vakken en van het hele rapport liggen ongeveer een half punt lager.
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E1 Overgangsrapportennaar 5V naar 6V
leerling-
nummer Wi
gem.
Wi,N,S,B
gem.
totaal Wb
gem. Wa, 
Wb,N,S,B
gem.
totaal
1 9 7,75 7,58 9 8,67 7,80
2 9 7,50 6,92 9 7,00 7,00
3 8 7,75 6,85 9 9,00 8,29
4 8 7,50 7,38 7 6,75 6,64
5 9 7,75 7,46 8 7,80 7,73
6 7 6,67 7,18 5 5,33 6,70
7 9 8,25 7,91 8 8,00 7,75
8 9 8,50 7,92 8 8,00 7,60
9 8 7,75 6,91 8 6,75 6,90
10 8 7,25 6,14 6 5,75 5,70
11 9 8,75 7,81 9 7,75 7,64
12 10 9,25 8,88, 9 9,20 8,92
13 10 9,25 8,75 9 8,40 8,10
14 6 6,25 6,33 6 6,00 6,64
15 9 8,00 7,62 8 8,00 7,64
Gemiddelde: 3
«O00 8
007, 7,44 7
007, 7,49 7,40
In de onderstaande figuur zijn de gemiddelden van deze rapporten weergegeven:
10 gem iddelden  
per groep
9 - -
w i b t w i b t wb b t wb b t
C E1 C E l
Overgangsrapport Overgangsrapport
n aar  5 VVO na a r  6 VWO
wi: rapportcijfer voor w iskunde  
wb: rapportcijfer voor w iskunde b
b: het gemiddelde van  de rapportcijfers voor wi, M, S, B resp. wa, wb, N, S, B 
t: het gemiddelde van  alle rapportcijfers
In de paragraaf 6.4 zal ik nagaan of de verschillen in deze rapportcijfers statistisch significant zijn.
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6.3 De Smith-Satterthwaite procedure
In mijn statistisch ondezoek laat ik mij leiden door Milton & Arnold (1990).
De controlegroep (C) is een aselecte steekproef uit de populatie van 5 VWO-leerlingen die sterk zijn in 
de hele breedte, en met name in wiskunde. De vraag is: mag ik E1 beschouwen als een steekproef uit 
diezelfde populatie? Om die vraag te beantwoorden maak ik gebruik van de gemiddelden die ik op 
basis van de rapportcijfers heb berekend.
Stelling 10.1.1 in Milton & Arnold zegt nu (blz. 310):
"Let ^  and ^  be the sample means based on independent random samples of sizes n1 and n2 drawn
from normal distributions with means ^  and ^2 and variances Oj2 and o22 respectively. Then x r -  x2 is
normal with mean ^  - ^2 and variance a12/n1 + o22/n2."
Hebben we wel te maken met normale verdelingen? Daarover zeggen Milton & Arnold (blz. 310):
"As in the one-sample case, because of the Central Limit Theorem, it is safe to assume that for large sample 
sizes, x 1 -  x2 is at least approximately normal even if the samples are drawn from populations that are
not themselves normal."
Ik ga ervan uit dat mijn steekproeven groot genoeg zijn om aan de condities voor de centrale limietstel­
ling te voldoen. In 10.3 vervolgen Milton & Arnold (blz. 315):
"By standardizing this random variable it can be concluded that the random variable
door respectievelijk Sj2 en s22, de beide steekproefVarianties. De stochast die je op deze manier ver­
krijgt, heeft een 7-verdeling (blz. 320):
(xi -  x2) -  ( ^  -  ^2)
is Standard normal."
Om een schatter voor deze standaardverdeling te krijgen, worden de varianties o12 en o22 vervangen
T (xi -  x )  -  (Mi -  ^ )
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Bij een T-verdeling is het aantal vrijheidsgraden van belang. Wanneer de varianties verschillen, kun je 
als volgt te werk gaan (blz. 320):
"(. . .) the number of degrees of freedom must be estimated from the data. Several methods have been 
suggested for doing this. Here we demonstrate the Smith-Satterthwaite procedure. According to this 
procedure, y, the number of degrees of freedom, is given by
[S12  / nx + s-2  / n2]2
Y = — :----------------- :---------
s  / n t]2  ^ [s2 / n2]2
n1 -  1 n2 -  1
The value for y will not necessarily be an integer. If it is not, we round it down to the nearest integer (. . .) to 
take a conservative approach."
Milton & Arnold merken op dat de Smith-Satterthwaite procedure ook kan worden toegepast wanneer 
de varianties niet verschillen (blz. 321):
"(. . .) recent simulation studies have shown that not only does it perform well when variances are unequal 
but it yields results that are virtually equivalent to those obtained with the pooled T test when variances are 
equal. For this reason, there seems to be no real need to pool; simply use the Smith-Satterthwaite procedure 
in all cases."
In mijn berekeningen in dit hoofdstuk, en ook in hoofdstuk 9, gebruik ik de formules van deze para­
graaf. Ik bereken y  telkens volgens de Smith-Satterthwaite procedure.1
6.4 Significante verschillen tussen C en E1
Uit de tabellen van de overgangsrapporten op de vorige bladzijden komt naar voren dat bij de over­
gangsrapporten van 4 naar 5 VWO de gemiddelden van de wiskundecijfers van C en E1 weinig ver­
schillen. Tussen de gemiddelden van de B-vakken lijkt er wel verschil, evenals tussen de totale 
rapportgemiddelden. Ik heb met de T-toets de significantie van de verschillen onderzocht:
1 De resultaten van de berekeningen volgens de Smith-Satterthwaite procedure zijn volledig in overeenstemming met de 
uitkomsten van het computerprogramma SPSS, wanneer je  uitgaat van ongelijke varianties.
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Gemiddelden wiskunde 4/5
Toetshypothesen: H0 U0 = HV- U0 * U
C E1
<N<NII n2 = 15
C
O
00II1 ^ x2 = 8,5333
s1 = 0,6264 s2 = 1,0601
Y = 20 
T  = 0,18
0,80 < tweezijdige overschrijdingskans <1,00
De gemiddelden voor wiskunde op het overgangsrapport naar 5 VWO verschillen niet significant.
Gemiddelden B-vakken 4/5
Toetshypothesen: H0 U0 = Uü H1: U0 * U
C E1
22IIn1 n2 = 15
xj = 8,3218 X2 = 7,878
s1 = 0,5625 s2 = 0,8418
Y = 22 
T  = 1,79
0,05 < tweezijdige overschrijdingskans <0,10
Ook de gemiddelden van de exacte vakken verschillen niet significant.
Totale rapportgemiddelden 4/5
Toetshypothesen: H0 U0 = U1 ; H 1 : U0 * U1
C E1
n1 = 22 n2 = 15
Xj = 7,9518 X2 = 7,4427
s1 = 0,5485 s2 = 0,7710
Y = 23 
T  = 2,21
0,02 < tweezijdige overschrijdingskans <0,05
De totale rapportgemiddelden verschillen wel significant.
Hoe is dat een jaar later? De wiskundecijfers liggen nog steeds dicht bij elkaar. Tussen de gemiddelden 
van de B-vakken en ook tussen de gemiddelden over het totale rapport zijn er grotere verschillen. Ik 
onderzoek of deze verschillen significant zijn:
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Gemiddelden wiskunde 5/6
Toetshypothesen: H0 Un = uü Hi: Un * Ui
C E1
nl = 22 n2 = 15
Xj = 7,7045 X2 = 7,8667
s1 = 1,1408 s2 = 1,3020
Y = 27
T  = 0,39
0,50 < tweezijdige overschrijdingskans <0,80
De gemiddelden voor wiskunde B verschillen niet significant.
Gemiddelden B-vakken 5/6
Toetshypothesen: H0 U0 = U1 ; H 1 : U0 * U1
C E1
n1 = 21 n2 = 15
Xj = 7,7886 \  = 7,4933
s1 = 0,9175 s2 = 1,1837
Y = 25 
T  = 0,81
0,20 < tweezijdige overschrijdingskans <0,50
Ook deze gemiddelden verschillen niet significant.
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Totale rapportgemiddelden 5/6
Toetshypothesen: H0 Uo = w; HV- U0 * W
C E1
n1 = 22 n2 = 15
000 
o,ii
1 ^ x2 = 7,4033
s1 = 0,6326 s2 = 0,8055
Y = 25 
T  = 1,22
0,20 < tweezijdige overschrijdingskans <0,50
Ook de totale rapportgemiddelden verschillen niet significant. Bij het overgangsrapport van 5 naar 6 
zijn er dus geen significante verschillen meer tussen C en E1. Wellicht heeft dat te maken met de keuze 
van het vakkenpakket op 5 VWO.
Al met al kom ik tot de conclusie dat C en E1 twee groepen leerlingen zijn die op een voor dit onder­
zoek acceptabele manier met elkaar overeenkomen.
6.5 De toetsen
Het volgende probleem was een toets te ontwerpen die C en E1 dezelfde eerlijke kans zou bieden. Dat 
betekent dat de vragen niet gebaseerd mogen zijn op de cursus zelf, omdat die leerstof voor C onbe­
kend is. Vragen die rechtstreeks met de schoolleerstof verwant zijn, zijn ook ongeschikt. Je kunt 
immers niet verwachten dat leerlingen die cursus 1 gevolgd hebben, opeens de schoolopgaven op een 
andere manier zullen aanpakken dan zij op school leren. Dat streven wij ook allerminst na. Ik heb 
geprobeerd toetsopgaven te bedenken die met de bagage van de schoolwiskunde van de eerste vier 
leerjaren VWO te maken zijn, maar toch iets afwijken. De opgaven dienen wel determinerend te zijn. 
Er moet een behoorlijke progressie mogelijk zijn tussen voor- en natoets. De punten moeten worden 
verdiend, tenminste voor een groot deel, met onderdelen die vallen onder de noemer 'wiskundig 
redeneren'; vaardigheid in probleemoplossen mag in deze toets niet een belangrijke rol spelen. De 
leerlingen hebben niet de kans om zich op de toets voor te bereiden. Dat betekent dat de opgaven te 
maken moeten zijn met de kennis en vaardigheden waarover goede leerlingen van 4 VWO zonder extra 
studie beschikken. Hieronder noem ik de kern van de verschillende onderdelen van de toetsen:
1a Samenstellen van functies sin en abs op beide mogelijke manieren;
tekenen van de grafiek van de twee samenstellingen.
1b Geven de leerlingen een correct bewijs op basis van een definitie?
1c Geven de leerlingen een correcte weerlegging op basis van een definitie, door middel van een 
tegenvoorbeeld?
2a Begrijpen de leerlingen het functievoorschrift?
2b Oplossen van een gecompliceerde vergelijking waarvan het domein N gesplitst moet worden in 
even en oneven getallen.
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2c Oplossen van een gecompliceerde ongelijkheid waarvan het domein gesplitst moet worden in 
even en oneven getallen.
2d  Geven van een weerlegging, uitgaande van de definitie van stijgende functie.
3a Het geven van een tamelijk lang, niet al te moeilijk, meetkundig bewijs. Er wordt gelet op de 
volledigheid van de argumentatie.
3b Het geven van een tamelijk lang, niet al te moeilijk, meetkundig bewijs. Er wordt gelet op de 
volledigheid van de argumentatie.
(Opgave 3b toetst hetzelfde als opgave 3a)
In de natoets is opgave 3b gewijzigd. Nu wordt aan de leerlingen gevraagd in twee uitwerkingen 
de fouten aan te geven.
De voortoets en de natoets zijn twee paralleltoetsen. In de vragen 1b, 1c en 2d  speelt telkens een 
definitie een belangrijke rol. Daarmee wordt getest o f de leerlingen zich bekommeren om de grenzen 
tussen wiskunde en leefwereld en tussen wiskunde en representaties. In de vragen 2b, 2c, 3a en 3b gaat 
het om bewijzen die eerder lang dan moeilijk zijn. Daarmee hebben de leerlingen de gelegenheid te 
tonen dat ze een correct lokaal geordend bewijs kunnen leveren. De toetsen zijn niet ontworpen om de 
leerlingen te testen op correct gebruik van de wiskundevaktaal.
De leerlingen waren ervan op de hoogte gesteld dat het ging om goed en volledig redeneren. Aan het 
eind van de toets hebben de leerlingen hun eigen uitwerkingen hierop beoordeeld en daarvoor een punt 
toegekend, variërend van 1 tot 10. Door deze eigen beoordeling in verband te brengen met de beoorde­
ling van de toets door de correctoren, krijg je informatie over de vraag o f de leerlingen weten wat er 
van hen wordt verwacht. Wanneer de eigen score van de leerlingen goed overeenstemt met de beoorde­
ling door de correctoren, mag je concluderen dat de leerlingen in ieder geval impliciet weten wat er 
onder een goede wiskundige redenering wordt verstaan.
In de bijlagen 3 t/m 6 zijn de voor- en de natoets en de bijbehorende correctievoorschriften opge­
nomen. De toetsen zijn door twee bevoegde wiskundedocenten onafhankelijk van elkaar gecorrigeerd. 
Daarna hebben beiden in onderling overleg het eindresultaat van elk werk vastgesteld. Dit resultaat heb 
ik de score genoemd.
Uit de gemeenschappelijke beoordeling van de beide correctoren en de eigen beoordeling van de 
leerlingen heb ik de statusscore berekend:
- per onderdeel heb ik de absolute waarde van de afwijking van de leerlingbeoordeling van de 
beoordeling door de correctoren bepaald;
- deze heb ik van 10 afgetrokken en
- het resultaat daarvan vermenigvuldigd met de gewichtsfactor van het onderdeel;
- tenslotte heb ik de uitkomsten hiervan bij de afzonderlijke onderdelen bij elkaar opgeteld.
Het gaat om transfertoetsen. De vraag is: tonen de leerlingen van de experimentele groep op een nieuw 
terrein meer vooruitgang in wiskundig redeneren dan de leerlingen van de controlegroep? Uit een 
positief antwoord op deze vraag trek ik de conclusie dat cursus 1 een wezenlijke verbetering van het 
wiskundig redeneren heeft bewerkstelligd; een belangrijk aandeel in die verbetering schrijf ik dan toe
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aan de drie onderzoeksronden. In een negatief resultaat zie ik een aansporing om de cursus verder te 
verbeteren, verder te schaven aan zowel leerstof als werkvormen.
6.6 De toetsresultaten
In de volgende twee tabellen staan de toetsresultaten van C en E1 vermeld.
C Score Statusscore
Leerlingnr Voortoets Natoets Progressie Voortoets Natoets Progressie
1 56 75 19 84 84,5 0,5
2 99 68 -31 112 88,5 -23,5
3 81 64 -17 89 87 -2
4 47 67 20 58,5 83 24,5
5 62 66 4 80 78 -2
6 83 84 1 85 92,3 7,3
7 28 58 30 88 95 7
8 43 85 42 53 93 40
9 63 94 31 74 99,5 25,5
10 74 57 -17 92 91 -1
11 51 53 2 71 93 22
12 72 85 13 82 92 10
13 50 42 -8 80 73 -7
14 94 78 -16 95 95 0
15 55 68 13 83 80,5 ,52,-
16 34 67 33 99 105 6
17 32 44 12 64 91 27
18 47 42 -5 64 57,5 ,56,-
19 31 62 31 64 88 24
20 39 72 33 91 90,5 -0,5
21 50 44 -6 62 54 -8
22 58 61 3 68 75 7
Gemiddelde: 56,8 65,3 8,5 79,0 85,7 6,7
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E1 Score Statusscore
Leerlingnr Voortoets Natoets Progressie Voortoets Natoets Progressie
1 50 88 38 62 95 33
2 48 70 22 75,5 87 11,5
3 69 75 6 94 90 -4
4 24 36 12 56 67 11
5 52 51 -1 84 87 3
6 27 49 22 53 55 2
7 96 97 1 99 108 9
8 84 69 -15 100 94 -6
9 68 66 -2 83 74,5 ,58,-
10 62 67 5 84 79 -5
11 46 71 25 59 81,9 22,9
12 50 102 52 71 107 36
13 81 87 6 115 99,5 -15,5
14 30 34 4 90 78 -12
15 66 80 14 85 93 8
Gemiddelde: 56,9 69,5 12,6 80,7 86,4 5,7
N a to e ts -
re su lta te n
V oortoets-
re su lta te n
Figuur 2 geeft een overzicht van de gemiddelde toetsresultaten van C en E1.
C E l C E1
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In deze paragraaf onderzoek ik statistisch o f de progressie van E1 op de twee variabelen gemiddelde 
score en gemiddelde statusscore significant groter is dan de progressie van C. Daartoe gebruik ik 
wederom de T-toets, met gebruikmaking van de Smith-Satterthwaite procedure.
De eerste vraag in mijn experimentele onderzoek is:
V j Is de progressie in de score bij voortoets en natoets van E1 groter dan die van C ?
Om die vraag te beantwoorden heb ik de relevante gegevens verzameld in de onderstaande tabel.
6.7 Het statistisch onderzoek
_______________ Score________________
Toetshypothesen: H0: ^  = ^2, H1: ^
C E1
n1 = 22
,5000
s1 = 19,9613
n2 = 15
x2 = 12,6000
s2 = 16,9950
= 33 
T  = 0,67
Eenzijdige overschrijdingskans ~ 0,25
De overschrijdingskans geeft geen aanleiding H0 te verwerpen. De progressie in de score is bij E1 niet 
significant groter dan die bij C.
De tweede vraag in mijn experimentele onderzoek is:
V2: Is de progressie in de statusscore bij voortoets en natoets van E1 groter dan die van C ?
Er is geen T-toets nodig om deze vraag ontkennend te beantwoorden. De progressie van E1 op de 
variabele statusscore is zelfs kleiner dan de progressie van C. De volgende tabel is dan ook alleen maar 
opgenomen voor de volledigheid.
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Statusscore
C E1
n1 = 22
xj = 6,7182
s1 = 14,8918
n2 = 15
x2 = 5,6933
s2 = 15,5102
Y = 29 
T  = -0,20
0,50 <Eenzijdige overschrijdingskans <0,60
6.8 Antwoord op de tweede deelvraag
Uit het experimenteel onderzoek blijkt dat E1 noch bij de score, noch bij de statusscore significant 
meer progressie heeft geboekt dan C; bij de statusscore heeft E1 zelfs minder progressie geboekt dan 
C. Daarmee is de tweede deelvraag, die geformuleerd is in 4.6, negatief beantwoord. Een teleurstellend 
resultaat. Kennelijk is de leeromgeving, die gericht is op leren bewijzen, niet krachtig genoeg geweest. 
Een aansporing om het geheel nog eens goed te overdenken en te zoeken naar verbeteringen. In hoofd­
stuk 7 beschrijf ik welke lering ik uit het beschrijvende en uit het experimentele onderzoek heb 
getrokken en op welke wijze we hebben geprobeerd de cursus te verbeteren.
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Hoofdstuk 7: Ontwikkeling van cursus 2
7.1 Inleiding
Allereerst ga ik na wat de oorzaken kunnen zijn van het magere resultaat van de eerste cursus. Daarbij 
gebruik ik de principes van het assentief constructivisme en de aspecten van een krachtige leerom­
geving als criteria. Wanneer ik de mogelijke oorzaken heb benoemd, beschrijf ik welke aanpassingen 
en veranderingen wij hebben aangebracht in het lesmateriaal en de aanpak.
7.2 De principes van het assentief constructivisme
De principes van het assentief constructivisme, zoals ik die in mijn eigen woorden heb geformuleerd 
(zie 4.4), hebben betrekking op zelf bouwen van eigen wiskundekennis door leerlingen, in samen­
spraak met medeleerlingen en docenten. Daardoor ontstaat, naar men aanneemt, individuele kennis 
ingebed in groepskennis; doordat de docent de wiskundige gemeenschap vertegenwoordigt, zal die 
groepskennis ook passen in de gangbare wiskunde. De middelen waarmee de individuele kennis en de 
groepskennis worden gevormd, zijn individuele reflectie en constructief groepsoverleg dat erop gericht 
is met elkaar te komen tot overeenstemming en afspraken. De docent beperkt zich tot procesbewaking 
en sturing op afstand door de keuze van leerstof en werkwijze.
Terugkijkend op de drie onderzoeksronden denk ik te mogen vaststellen dat de docenten zich inder­
daad goed beperkt hebben tot het bewaken en leiden van het proces. Ze hebben de leerlingen de ruimte 
gelaten tot eigen onderzoek, zonder dit nadrukkelijk in een bepaalde richting te sturen. De leerlingen 
hebben, weliswaar niet allemaal in dezelfde mate, deze ruimte benut voor het ontdekken en bewijzen 
van eigen stellingen, en daarmee impliciet ervaring opgedaan in wiskundig redeneren. Op grond van de 
toetsresultaten valt het echter te betwijfelen of deze impliciete ervaring ook expliciet is geworden. Daar 
ligt een mogelijk tekort van de cursus. De instrumenten waarmee expliciete kennis over wiskundig 
redeneren kan worden gevormd, zijn individuele reflectie en constructieve interactie tussen groepsle­
den. Om die reflectie en interactie te stimuleren waren in de opdracht voor het schrijven van een 
verslag uit de eerste onderzoeksronde de volgende criteria opgenomen:
- alle onderzochte vermoedens dienden te worden vermeld;
- de wezenlijke definities moesten nauwkeurig worden beschreven;
- er moest worden vermeld welke vermoedens weerlegd of bewezen waren;
- er werd gevraagd naar perspectieven voor verder onderzoek.
Deze criteria bieden in een notendop de pijlers van wiskundig onderzoek: vermoedens uiten, begrips­
vorming en vermoedens bewijzen o f weerleggen, en dat steeds opnieuw. Het beschrijvend onderzoek, 
weergegeven in hoofdstuk 5, wijst uit dat er in de onderzochte fragmenten uit de symposia van de
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eerste twee ronden en de slotpresentatie van de derde ronde geen interactie op metaniveau over 
wiskundig redeneren tussen leerlingen is geweest. Deze fragmenten bieden, voorzover ik dat heb 
kunnen waarnemen, op dit punt een correcte afspiegeling van het geheel. Individuele reflectie en 
groepsoverleg op metaniveau blijkt wel uit enkele verslagen uit de eerste ronde (zie 1V95,a en 
1V95,b). In de volgende ronden komt ook dat niet meer voor.
Conclusie: Te weinig reflectie en constructief overleg op metaniveau, gericht op de kwaliteit van 
wiskundig redeneren, is mogelijk een oorzaak van de teleurstellende uitkomsten van het experimenteel 
onderzoek. Dat is een onderdeel waaraan in cursus 2 gesleuteld kan worden.
7.3 Een krachtiger leeromgeving
Hoewel we van mening waren dat we met de eerste cursus een krachtige leeromgeving hadden gecom­
poneerd (zie 4.7), was de uitslag van het experimentele onderzoek niet significant positief. De vraag 
rees: kunnen we de leeromgeving krachtiger maken? Om die vraag te beantwoorden hebben we ons 
opnieuw het doel voor de geest gehaald waarop die leeromgeving gericht zou moeten zijn: leren 
wiskundig redeneren.
In de vorige paragraaf heb ik opgemerkt dat er nauwelijks sprake is geweest van reflectie en construc­
tieve interactie over wiskundig redeneren zelf. Ook de docenten hebben daar weinig expliciet aandacht 
aan besteed. In het vierde van de zes aandachtspunten bij het ontwikkelen van een krachtige leeromge­
ving die Lodewijks heeft genoemd (over modellen en coaching), zagen wij mogelijkheden om de 
cursus aan te scherpen. We hebben langs drie wegen geprobeerd om de leerlingen duidelijker modellen 
voor te houden:
- de colleges en de leerlingonderzoekjes beter integreren, door de onderzoeksgebiedjes te laten 
aansluiten bij de colleges;
- duidelijker eisen stellen aan de onderzoeksverslagen en
- meer aandacht besteden aan de verschillende redeneerschema's die in de bewijzen naar voren 
komen.
Op deze wijze zouden de leerlingen meer houvast krijgen bij het leren bewijzen.
In de volgende paragrafen beschrijf ik tot welke veranderingen deze bespiegelingen hebben geleid. In 
het beschrijvend onderzoek van cursus 2 in het volgende hoofdstuk zal ik de veranderingen verder 
uitwerken. Om een indruk te geven van deze veranderingen, heb ik les 1 van de nieuwe cursus opgeno­
men als bijlage 8.
Wanneer je de uitgangspunten van het assentief constructivisme en de aandachtspunten voor een 
krachtige leeromgeving met elkaar vergelijkt, kun je je afvragen o f deze wel op alle punten met elkaar 
in overeenstemming zijn. Want valt een nadrukkelijker sturing middels krachtiger modellen en gerich- 
tere coaching, vanuit de principes van een krachtige leeromgeving, wel te rijmen met de principes van 
het assentief constructivisme, waar de docent slechts op de achtergrond aanwezig is en de leerlingen in 
onderling overleg vaststellen wat waar is o f niet? Deze principes lijken met elkaar in tegenspraak. Dat 
duidt op een spanningsveld waarbinnen de uitvoerende docent zelf een optimum moet zien te bepalen,
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zodanig dat er enerzijds genoeg ruimte is voor activiteiten en eigen verantwoordelijkheid van de 
leerlingen, anderzijds de leerlingen weten wat er van hen wordt verwacht.
7.4 Veranderingen aan het lesmateriaal
Bij de aanpassingen van de lessen was niet alleen het leren wiskundig redeneren een punt van zorg. 
Ook de lijn waarlangs de leerlingen werden ingeleid in de fractalwiskunde stond opnieuw ter discussie. 
In cursus 1 was er voor iteratie van functies wel erg weinig ruimte. Daardoor kregen Juliaverzameling- 
en en de Mandelbrotverzameling te weinig aandacht, terwijl dat toch de plaatjes waren die de leerling­
en nieuwsgierig hadden gemaakt. De tabel op de volgende bladzijden geeft een indruk van de opzet 
van cursus 2. De belangrijkste veranderingen zijn:
IFS: In cursus 1 staan de lessen 1 t/m 6a, 9 en 12 in het teken van IFS-en en is ook de tweede onder- 
zoeksronde daaraan gewijd. In cursus 2 komt het thema IFS uitsluitend in de lessen 10 en 12 aan de 
orde.
Dynamische processen. Cursus 1: les 7, 8 en 11; cursus 2: les 3, 5, 6, 8, en 9. Bovendien stond in 
cursus 2 de laatste onderzoeksronde volledig in het teken van dynamische processen. Dynamische 
processen krijgen dus weer voorrang op IFS, zoals in de aanloopcursus.
De driehoek van Pascal. Door de herschikking van de leerstof in cursus 2 lag de keuze voor de drie­
hoek van Pascal als eerste onderzoeksgebied niet meer voor de hand. Het onderwerp heeft meer 
binding met IFS-en dan met dynamische systemen. Ook later in de cursus is het niet meer ter sprake 
gekomen, omdat er geen ruimte voor was.
De computerprogramma's 'IFS-laboratorium' en 'Funiter'. Het programma 'Funiter' heeft in cursus 2 
gedomineerd. In de loop van het cursusjaar is steeds aan het programma gesleuteld om het gebruiks­
vriendelijker te maken en de mogelijkheden verder te vergroten.
De werkvormen.
In cursus 1 was er telkens de laatste 45 minuten van elke middag college. Daarnaast was er huiswerk- 
bespreking, zelfstandig werken alleen of samen, computerpractica en de activiteiten rondom de 
leerlingonderzoekjes: brainstorm, symposium en slotpresentaties. In cursus 2 werd het dogmatische 
principe '45 minuten college aan het eind van de lesmiddag' verlaten. In plaats daarvan werden de 
werkvormen tevoren zorgvuldig gepland, zodat elke middag logisch, efficiënt en afwisselend was 
opgebouwd.
Cursusduur. Cursus 1 bestond uit 14 lessen plus twee bijeenkomsten in verband met voor- en natoets, 
cursus 2 uit 13 lessen plus twee toetsbijeenkomsten. Cursus 2 begon later en eindigde eerder dan 
cursus 1. We streven ernaar een cursus te ontwikkelen die past in de vrije ruimte van de tweede fase, 
profiel N&T.
Er zijn 28 leerlingen aan cursus 2 begonnen. Daarvan hebben er uiteindelijk 18 de cursus afgerond en - 
een certificaat ontvangen.
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In de volgende tabel zijn cursus 1 en cursus 2 in trefwoorden naast elkaar gezet.
Cursus 1 ('95 - '96) Cursus 2 ('96 - '97)
Voortoets, 13 sept Voortoets, 2 okt 
Uitdelen fractint.
Les 1, 20 sept
De zeef van Sierpinski, de Cantorverzameling, adressen. 
Onderzoek: inleiding in de driehoek van Pascal.
Les 1, 30 okt
De zeef van Sierpinski en de Cantorverzameling, expli­
ciete aandacht voor bewijspatronen, adressen van ele­
menten van de Cantorverzameling.
Les 2, 4 okt
De drietallige schijfwijze, adressen van getallen, seg- 
mentschakelingen.
Onderzoek: Pascal brainstorm.
Les 2, 6 nov
De drietallige schrijfwijze en de doorsnede eigenschap 
van de reële getallen, ternaire adressen van de punten in 
de Cantorverzameling, een algoritme voor de ternaire 
schrijfwijze
Onderzoek: brainstorm Cantorverzameling.
Les 3, 1 nov
Afbeeldingen, transformaties in M2 
Onderzoek: Pascal symposium.
Les 3, 20 nov
Iteratie van functies, grafische analyse, computerpracti­
cum met funiter.
Onderzoek: voortgangsbespreking.
Les 4, 15 nov
Introductie IFS, Sierpinski-IFS, Cantor-IFS, introductie 
IFS-laboratorium, Sierpinski invariant onder Sierpinski- 
IFS.
Onderzoek: Verslag inleveren.
Les 4, 27nov
Getalrijen, puntrijen, definitie van het begrip 'limiet', li- 
miet-berekeningen.
Onderzoek: Symposium Cantorverzameling.
Les 5, 29 nov
Fractals maken met een IFS, het eiland van Koch, de 
varen van Barnsley.
Onderzoek: Pascal nabespreken. IFS opdracht.
Les 5, 11 dec
Dekpunten en limieten van iteratiebanen bij kwadrati­
sche functies. Wiskundig bewijzen dat een dekpunt aan­
trekkend is. Iteratie van eerstegraads functies en aan­
trekkende/afstotende dekpunten, periodieke banen, aan­
trekkende en afstotende periodieke banen.
Onderzoek: Verslag Cantorverzameling inleveren.
Les 6, 13 dec
Rijen van getallen, limiet van een getalrij, meetkundige 
rijen, vaste punten - stelling voor contracties. 
Onderzoek: IFS brainstorm.
Les 6, 18 dec
Computerpracticum iteratie van kwadratische functies 
met 'funiter', chaos.
Onderzoek: Brainstorm tentfuncties.
Les 6a, 10 jan 
Huiswerkbespreking, 
Onderzoek: IFS brainstorm.
Les 7, 8 jan 
Complexe getallen.
Onderzoek: Voortgangsbespreking tentfuncties.
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Les 7, 24 jan
Introductie dynamische systemen, grafische analyse, dek- 
punten van eerstegraads functies, aantrekkend of afsto­
tend.
Onderzoek: IFS symposium.
Les 8, 22 jan
De functie 'kwadraat' op de complexe getallen, idem op 
de eenheidscirkel, startpunten die een baan met limiet 
leveren, die een periodieke baan hebben, startpunten met 
een periodieke staart, chaos op de cirkel, de functie 'wor­
tel' op de complexe getallen, tweedegraads vergelijkin­
gen in de complexe getallen.
Onderzoek: klassengesprek in plaats van symposium.
Les 8, 7 febr
Iteratie van de kwadratische familie, periodieke banen, 
chaos, iedere begrensde rij in R / R2 heeft een convergen­
te deelrij, Practicum met funiter.
Onderzoek: IFS inleveren, aanzet slotonderzoek.
Les 9, 5 febr
De Juliaverzameling van een veeltermfunctie, computer­
practicum met 'funiter': de Juliaverzameling, de 
Mandelbrotverzameling.
Onderzoek: verslag inleveren.
Les 9, 28 febr
De attractor van een IFS, de limiet van een rij verzame­
lingen, iedere begrensde beginverzameling levert bij het 
Sierpinski-IFS de Sierpinskiverzameling, de attractor van 
een IFS.
Onderzoek: IFS nabespreken, keuze onderwerp sloton­
derzoek.
Les 10, 19 febr
De Sierpinskiverzameling in het kader van iteratie. 
Onderzoek: Start slotonderzoek op basis van 'funiter'.
Les 10, 13 maart 
Complexe getallen.
Onderzoek: individuele begeleiding.
Les 11, 12 maart 
De achterwaartse baan methode. 
Onderzoek: Symposium 1.
Les 11, 27 maart
Iteratie van complexe functies, de complexe kwadrati­
sche familie, Juliaverzamelingen.
Onderzoek: individuele begeleiding.
Les 12, 26 maart
Een Juliaverzameling tekenen met een IFS, idem met de 
inverse baan methode. Periodieke banen, chaos en Julia- 
verzamelingen. De Mandelbrotverzameling.
Onderzoek: Symposium 2.
Les 12, 17 april
De Juliaverzameling als limiet van IFS-iteratie, verschil­
lende tekenmethoden voor computerplaatjes van 
Juliaverzamelingen, de Mandelbrotverzameling. 
Onderzoek: verslag inleveren.
Les 13, 9 april
Onderzoek: Fractalconferentie
Natoets, 8 mei Natoets, 23 april 
Onderzoek: Verslag inleveren.
Les 13, 15 mei
Presentaties van de slotonderzoeken door de leerlingen.
7.5 Ter afronding
Als hoofdoorzaak van de tegenvallende toetsresultaten in cursus 1 beschouw ik onvoldoende individu­
ele reflectie en onvoldoende constructieve interactie tussen leerlingen over wiskundig redeneren. Als 
remedie wil ik proberen de leerlingen nadrukkelijker in die richting te sturen door:
- het leerlingonderzoek beter te laten aansluiten bij de lesstof;
- in de lessen, zowel middels de docenten als in het lesmateriaal, expliciet aandacht te besteden aan 
bewijzen;
110 Onderzoekend Wiskunde Leren
- duidelijker eisen te stellen aan de onderzoeksverslagen.
Op deze wijze hoop ik de leeromgeving meer uitgesproken te richten op leren bewijzen.
Hoofdstuk 8: Beschrijvend onderzoek bij cursus 2
8.1 Inleiding
In cursus 2 heb ik geprobeerd het eigen onderzoek van de leerlingen, nadrukkelijker dan in het vooraf­
gaande jaar, in het teken te stellen van leren bewijzen. Meteen in de eerste onderzoeksopdracht heb ik 
de aandacht gevestigd op de relatie tussen wiskunde enerzijds en leefwereld en representaties 
anderzijds, door onderscheid te maken tussen 'het lagere niveau' en het 'hogere niveau'. Deze termino­
logie refereert ook aan de twee niveaus van redeneren die Van Hiele onderscheidt (zie 2.2) In de tekst 
die de leerlingen kregen, stond (onder meer):
"Er zijn twee niveaus van wiskundig denken:
1. het lagere niveau;
2. het hogere niveau.
Op het lagere niveau verwerk je ervaringen en indrukken, bijvoorbeeld uit plaatjes of uit de leefwereld. Je 
werkt met begrippen die gerijpt zijn uit voorbeelden en non-voorbeelden. Je 'ziet' verbanden tussen bepaal­
de begrippen. Als je die verbanden in een paar voorbeelden gecontroleerd hebt en vastgesteld hebt dat ze 
telkens kloppen, dan krijg je een sterk vermoeden dat ze wel altijd zullen opgaan. Dat is een goed moment 
om over te stappen naar het hogere niveau.
Op het hogere niveau werk je met gedefinieerde begrippen. Verbanden, die je op het lagere niveau hebt 
geconstateerd, worden beschouwd als 'vermoedens'. Pas wanneer deze vermoedens logisch zijn afgeleid uit 
al bekende wiskunde, worden ze geaccepteerd en als nieuwe stellingen aan het geheel der wiskunde toege­
voegd.
Wiskundig onderzoek speelt zich zowel op het lagere als op het hogere niveau af. Op het lagere niveau krijg 
je inspiratie, op het hogere rond je het karwei af."
Ik geef hiermee een aanzet tot bewijzen, in de zin van lokaal ordenen, door te wijzen op
- het werken met gedefinieerde begrippen,
- de manier waarop je van vermoedens stellingen kunt maken, namelijk: afleiden uit al bekende 
wiskunde.
Ik heb geprobeerd het belang van beide niveaus aan te geven en de pejoratieve bijklank van 'lagere' 
weg te nemen.
Ook in de opdracht voor het verslag heb ik, nadrukkelijker dan in cursus 1, geprobeerd het leren bewij­
zen actief te bevorderen. Bij de bespreking van het verslag kom ik daarop terug.
Voor de protocollen die ik in de analyses bespreek, gebruik ik eenzelfde code als in hoofdstuk 5. Zo is 
2B96 een code voor een protocol uit de brainstorm van de tweede ronde uit het schooljaar '96 - '97, 
cursus 2 dus; met 1T96 codeer ik een protocol uit de tussenbespreking van de eerste ronde uit dezelfde
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8.2 De eerste onderzoeksronde
8.2.1 Inleiding in het onderzoeksgebied
Het onderzoeksgebied van de eerste ronde in de cursus '96-'97 was de Cantorverzameling. Deze was in 
les 1 geïntroduceerd, op de volgende manier:
"Begin met het segment [0,1] van de getallenlijn. We noe- C ----------------------------------------------
men dit C0. Hieruit laten we het interval <1/3,%> weg. Het
deel dat we overhouden noemen we C1. Deze verzame- (J __________  __________
ling bestaat uit de punten in twee segmenten: [0,1/3] en 1
[%, 1]. Uit elk van de kleinere segmenten laten we weer q ___  ___  ___  ___
het middelste derde deel weg, enz.. Zie figuur 3. We krij- 2 
gen zo een keten
cursus.
Les 2 van cursus 2 was voor een belangrijk deel gewijd aan
de drietallige schrijfwijze van reële getallen. De leerlingen hebben enige oefeningen gehad om in het 
drietallig stelsel te leren rekenen. Voor de bestudering van de Cantorverzameling is het van belang dat 
ze voor reële getallen uit [0, 1] handig de ternaire naam, o f in ieder geval het begin daarvan, kunnen 
vinden. Daarom hebben we de leerlingen een algoritme geleerd, dat neerkomt op het itereren van de 
functie f : [0, 1] -  [0, 1] , als volgt gedefinieerd:
fx ) = 3x  - [3x] als x  e [0,1) 
f(1) = 1
Ik zal met een voorbeeld verduidelijken hoe dit algoritme werkt (dit is niet de leerlingentekst):
C0 => C1 => C2 => . . . Cn => Cn + 1 . . .
We definiëren nu de Cantorverzameling C: die bestaat uit 
de punten die tot elke Cn behoren (en dus in geen enkel 
stadium van dit proces verdwijnen). Figuur l.Stadia in de constructie van 
de Cantorverzameling
3
Voorbeeld: Gevraagd de ternaire naam van _
7
Op de volgende bladzijde is de grafiek van f  getekend (de drie evenwijdige schuine lijnstukken). De
3
ternaire naam van _  krijg je als volgt: 
7
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1
naar de grafiek van f te trekken (punt P). De /-coördinaat van P  
is £  , zoals je eenvoudig narekent. P ligt op het middelste van de
3
vanuit _  op de horizontale getallenlijn een verticaal lijnstuk
3
Eerste stap: Het beeld onder fvan _  vind je in de grafiek door
7
7
3 / 7 1
7 Figuur 2
drie evenwijdige lijnstukken waaruit de grafiek van fbestaat. Het eerste cijfer na de komma, van
omstige deel van de grafiek van x  -  3x één eenheid omlaag te schuiven; bij het rechter lijnstuk is 
dat twee eenheden).
- Als tweede stap passen we ftoe op de /-coördinaat van P. Grafisch doe je dat door eerst horizon­
taal naar de lijn y  = x te gaan en van daaruit verticaal naar de grafiek van f  ('een haak slaan'). Je 
komt op het linker lijnstuk van de drie, in het punt Q. Het tweede cijfer van de ternaire naam
van _  is dus een '0'.
- De tweede stap herhaal je zo vaak als nodig is. Je komt achtereenvolgens in de punten R, S, T, U
In deze les is een belangrijk verband tussen de drietallige schrijfwijze en de Cantorverzameling 
bewezen:
"De elementen van de Cantorverzameling zijn precies de getallen die je  ternair kunt schrijven als '0,' met 
daarachter alleen 0-en en 2-en."
Bovendien is vastgesteld dat van alle lijnstukken in de tussenstadia Cn de linker grenspunten eindigen 
met een '0-staart' en dat er voor elk rechter eindpunt een ternaire naam is die eindigt met een '2-staart'.
De eerste onderzoeksronde bestond uit drie etappes: de brainstorm, het symposium en het verslag; 
tussen de brainstorm en het symposium hadden wij een korte tussenbespreking ingelast. Data:
- 6 november (les 2): brainstorm;
- 20 november (les3): tussenbespreking;
- 27 november (les 4): symposium;
- 11 december (les 5): verslag inleveren.
3
de ternaire naam van _  is dus '1'(het middelste lijnstuk kun je immers krijgen door het overeenk-
7
7
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De leerlingen kregen de opdracht eigenschappen te zoeken (alleen of samen) van de Cantorverzame­
ling. Aan het eind van de brainstorm kwamen de volgende vermoedens op het bord:
8.2.2 De brainstorm
1B96
"1. De Cantorverzameling bestaat uit de eindpunten van alle segmenten.
(Cees)
2. C bevat geen lijnstukken.
(Marleen, Marleen en Judith)
3. C bestaat uit een oneindig aantal punten.
(Bart, Ard en Frank)
4. Kwadrateer de noemer van een punt in C. Het punt dat je dan krijgt, ligt ook in C.
(Bart, Ard en Frank)
5. C is hetzelfde als alle punten van C in [0,1/3]
(Marijn, Marc en Bernard)
6. Er zit een regelmaat in de opbouw van de verzameling, dat er bij vergroting steeds nieuwe symmetrie in
zit. Hier wordt dus een verband met de fractals gelegd.
(Marijn, Marc en Bernard)"
Het zesde vermoeden is in deze onderzoeksronde verder niet meer aan de orde gekomen. Tijdens het 
symposium brachten Bart, Ard en Frank nog een zevende vermoeden in, dat een belangrijke rol zou 
spelen.
Uit de besprekingen naar aanleiding van het derde vermoeden tijdens het symposium bleek dat het 
begrip 'oneindig' bij deze leerlingen nog zeer primitief was; ook het begrip 'lijnstuk' als segment op de 
getallenlijn, bleek bij de bespreking van vermoeden 2 nog verre van volmaakt. Omwille van de lees­
baarheid laat ik de besprekingen naar aanleiding van de vermoedens 2 en 3 echter achterwege. Er zou 
een veelomvattende studie nodig zijn om de problematiek hierachter tot zijn recht te laten komen.
In het vervolg beperk ik me derhalve tot de bespreking van de vermoedens 1, 4, 5 en 7.
8.2.3 De tussenbespreking
De eerste 20' van de derde lesmiddag werden besteed aan de tussenbespreking, een leergesprek waarin 
de docent nadrukkelijk als model fungeert, om de leerlingen op gang te helpen bij hun eerste onder­
zoek. De docent wijst erop dat de moeilijkheden bij het vinden van een bewijs heel vaak te maken 
hebben met het vinden van een goede formulering van de vraag. Als voorbeeld schrijft hij op het bord:
"fx) = x2 ' 7x + 10 
ga(x) = 5x + a
Voor welke a raakt de grafiek van ga aan de grafiek van f?"
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Dat is niet zo moeilijk als je weet dat je dat kunt vertalen in:
"f*) = ga(x)
f ( x  ) = ga (x) .
Voor welke a bestaat er een x  die van beide vergelijkingen een oplossing is?"
Naar aanleiding van het eerste vermoeden (De Cantorverzameling bestaat uit de eindpunten van alle 
segmenten) merkt hij op, als conclusie uit een leergesprek over de ternaire naam van randpunten in Cn.
"De kunst is om iets kenmerkends te noemen voor die randpunten. Als de Cantorverzameling bestaat uit de 
eindpunten van alle segmenten, dan zou ik van al die punten die ik hier kan opschrijven, moeten kunnen 
vaststellen dat het een randpunt is, en dus dat ze voldoen aan de kenmerkende eigenschap van de randpun- 
ten.
(. . .)
Die randpunten hebben een hele typische eigenschap, je kunt ze schrijven met op het eind een 2-staart of 
een 0-staart. Daarmee kun je iets doen. Nou kun je die bewering aanpakken, je kunt haar ofwel bewijzen, 
ofwel weerleggen."
Daarna komt het vijfde vermoeden aan de orde. De docent veegt het bord schoon en schrijft op:
"C is hetzelfde als alle punten van C in [0,1/3]".
De bespreking verloopt als volgt:
1T96
"D: Dat is een vrij kryptische zin. Hij kwam van jullie (Bernard, Marc, Marijn). Je moet toch 
toegeven dat deze bewering nog vertaald moet worden in een wiskundige bewering.
(. . .)
C (bestaat uit) alle getallen die een ternaire naam hebben waarin alleen 2-en en 0-en voor-
5 komen. Kun je misschien de punten van C die in [0,1/3] liggen ook karakteriseren, met die
ternaire adressen?
Iemand: Beginnen allemaal met een 0.
D: Juist. Dit is zeker (schrijft op: 0,0.....) daarachter komen alleen maar 2-en en 0-en. In C mag
ook op de eerste plaats achter de komma een 2 voorkomen. Nou, de moeilijkheid zit hem 
10 vooral in het stukje 'is hetzelfde als'. Dat is volstrekt onduidelijk. Wat zou daar nou een
wiskundige betekenis van zijn?
Iemand: Lijkt verdacht veel op.
D: OK. Maar daar kun je nog niet zoveel mee.
Marre: Komt overeen met.
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15 D: Wat bedoel je daarmee? In welk opzicht komt het overeen?
Marleen A: Is gelijkvormig met.
D: Dat is het. Als je hier voor schrijft 'is gelijkvormig met' (in plaats van 'is hetzelfde als'), dan is 
iedereen het er toch mee eens dat we het over wiskunde hebben. Maar daarmee ben je er nog 
niet, want nou moet je nog bedenken: hoe kun je gelijkvormigheid bewijzen? Als ik twee 
20 figuren heb, bijvoorbeeld twee vierkanten, waarom zijn die gelijkvormig?
Wiebe: De verhoudingen zijn hetzelfde.
D: Ja, bij driehoeken kun je bijvoorbeeld naar de hoeken kijken, maar als ik nou twee wille­
keurige figuren heb, bijvoorbeeld zoiets (tekent twee gelijkvormig bedoelde kronkels), wan­
neer zijn die gelijkvormig? Welk kenmerk heb je dan daarvoor?
25 Wiebe: Als ze vergrotingen van elkaar zijn.
D: Ja. En hoe krijg je een vergroting van een figuur?
Wiebe: Vermenigvuldiging.
D: Ja, eigenlijk een puntvermenigvuldiging, dus meetkundig houdt het in dat je een puntver-
menigvuldiging moet vinden. Nu moeten we terug naar de lijn, daar moeten we natuurlijk ook 
30 zoeken naar een puntvermenigvuldiging. Wie kan zeggen welke puntvermenigvuldiging?
Leerling: Vanuit 0.
D: En met welke factor zou je moeten vermenigvuldigen?
Leerling: 3.
D: Dus als je kunt laten zien dat het beeld van dit stukje van C onder de puntvermenigvuldiging 
35 vanuit 0 met factor 3 precies C oplevert, dan heb je het bewezen. Op die manier heb je een
wiskundige stelling, die je kunt aanpakken. Het grootste probleem zit hem dus in het vertalen 
van een aanvankelijke intuïtieve stelling."
In dit leergesprek heb ik, als docent, benadrukt dat het voor wiskundig onderzoek noodzakelijk is een 
vermoeden dat voortkomt uit de leefwereld of dat ontstaat uit de bestudering van plaatjes, te vertalen in 
een wiskundig vermoeden. Op die manier schep je de voorwaarden voor een bewijs, dat uitgaat van 
een hechte wiskundige basis.
8.2.4 Het symposium
De vierde lesmiddag, een week later, begint met het symposium. Voor dit onderdeel is 45' uitge­
trokken. De docent spoort iedereen aan vooral actief mee te doen en niet te bescheiden te zijn. Hij
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benadrukt dat je elkaar vooruit kunt helpen door kritiek te leveren. De docent nodigt Rob J. uit om als 
eerste verslag te doen (een leerling die hij tevoren had gepolst). Rob heeft een van de twee vermoedens 
uitgewerkt die bij de tussenbespreking aan de orde zijn geweest.
1S96
Het, vijfde vermoeden
Rob J.: De stelling was dat bij de Cantorverzameling het eerste deel, dus van 0 tot Vz, dat die
gelijkvormig zou zijn met heel C. (Hij tekent Cj). Je kijkt eerst naar wat alle punten van C 
gemeenschappelijk hebben, dat is dat in het ternaire adres ieder punt in C alleen 0-en en 2-en 
5 heeft achter de komma. (Hij geeft een voorbeeld: 0,00202....) Dat zit in dit stukje (wijst het
linker aan) en het zou, o wacht, dat had ik eerst even moeten zeggen, dat deze gelijkvormig is 
met heel C, betekent dat dit, gelijkvormigheid betekent dat als je vermenigvuldigt, dat dit 
voorgesteld kan worden, wegens de maat 1/3-de van C, dus als je dit punt met 3 vermenigvul­
digt, dan zou het ook in C moeten blijven liggen. Een 3 is een 10 ternair, en als je met tien 
10 vermenigvuldigt, het enige dat er dan gebeurt is dat de komma verschuift, alle 2-en en 0-en
blijven 2-en en 0-en, er komen gewoon geen 1-en bij, dus als je een getal hebt, je verme­
nigvuldigt dat met 10, dan krijg je gewoon hetzelfde getal, met een verschoven komma, 
oftewel alle punten die in dit stukje liggen, [0,1/3], dat stuk is gelijkvormig met heel C.
15 De docent vraagt aan de leerlingen of deze redenering duidelijk is, of ze het ermee eens zijn,
of ze misschien tekorten ontdekken. Wanneer de leerlingen blijven zwijgen, zegt hij tegen Rob 
dat hij wel mag gaan zitten, om vervolgens zelf op een tekort van deze redenering te wijzen.
D: Wat hier gebeurt is: Je hebt die verzameling C D [0,1/3], die ga je afbeelden op de verzameling 
C en daarbij gebruik je de functie f  die vermenigvuldigt met 3. Omdat dit een deelverzameling 
20 is van de hele C zal ik hem even aanduiden met D. Wat je doet is: je past op de verzameling D
de functie ftoe, dan krijg je de verzameling f(D). Wat jij hebt laten zien, Rob, is dat elk punt 
van f(D) in C ligt. Want je hebt laten zien, dat als ik een punt neem dat begint met een 0 (na de 
komma), in de ternaire notatie, en vervolgens alleen maar 0-en en 2-en, en ik vermenigvuldig 
dat vervolgens met 3, dan schuift die komma op, dan komt die eerste 0 nu voor de komma, en 
25 verder staan er alleen weer 0-en en 2-en, dus het beeld zit inderdaad in C. Je hebt laten zien
dat ieder punt dat in f(D) terecht komt, binnen C ligt. Maar in een van de eerdere lessen, in les
1, daar heb je gehad dat als je moet bewijzen dat een verzameling A gelijk is aan een andere 
verzameling B, dat je dan moet laten zien dat A c B, maar ook dat B c A. En eigenlijk man­
keert er dus nog wat aan de redenering, namelijk, je moet nog laten zien, dat C c f(D).
30 Rob J.: Dat is toch makkelijk, het is precies andersom. Je pakt een punt dat in C ligt, je deelt dat door 
3 (onverstaanbaar.)
D: Het is heel makkelijk te doen, maar daarmee is de zaak pas echt rond.
(. . .)
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Het zevende vermoeden 
35 D: Wie heeft er over een van de andere vermoedens een verhaaltje?
Ik zit bijvoorbeeld met spanning te wachten op de stelling: 'Kwadrateer de noemer van een 
punt in C. Het punt dat je dan krijgt ligt ook in C (het vierde vermoeden)'.
Ard: Wij hebben een andere stelling bewezen. (Ard is een van de bedenkers van het vierde vermoe­
den.)
40 (Op verzoek van D komt hij naar het bord.)
Ard: Wij hebben de stelling dat % op de Cantorverzameling ligt.
(Ard demonstreert met behulp van het algoritme uit les 2 dat 1  = 0 02 )
4
Dat is een rijtje met allemaal 0-en en 2-en achter de komma, dus dan ligt het in de Cantor­
verzameling.
45 (Ard gaat weer zitten.)
D: Dit is een hele belangrijke stelling. Jammer dat die andere stelling verdwijnt, want die vond ik 
toch wel heel erg boeiend: kwadrateer de noemer van een punt uit C. Het punt dat je dan krijgt 
ligt ook in C. Daar hebben jullie verder niets mee gedaan?
Het vierde vermoeden
50 Wiebe: Dat kun je weerleggen. Je weerlegt het eigenlijk hier al mee. Als je de wortel uit % trekt, dan 
krijg je / ,  en /  ligt niet in de Cantorverzameling.
D: Heeft iedereen deze diepzinnige gedachte tot zich laten doordringen?
Marre: Als je /  neemt, dan begin je met een getal dat niet in C ligt, maar je zou dus % moeten kwa­
drateren.
55 D: % zou je moeten kwadrateren, ja, en kijken naar 1/16. Als 1/16 niet in C ligt, dan is de stelling 
weerlegd. Als 1/16 wel in C ligt,
Marre: dan weet je niks.
D: Nou, ligt 1/16 in C? Reken eens uit? Wie komt dat even uitrekenen?
(Ard komt weer naar voren en rekent voor: 1/16 0,0012 . )
60 D: Ja. Conclusie?
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Ard: Die ligt erop, eh die ligt er níet op! 
D: Dus daarmee is de stelling weerlegd.
Het, eerste vermoeden
D: Vorige keer hebben we het ook nog gehad over de stelling:
65 De Cantorverzameling bestaat uit de eindpunten van alle segmenten.
Die was van Cees, geloof ik.
Marre: En 0 dan; 0 is toch geen eindpunt van een segment.
D: Jawel, nul is van elk segment een eindpunt zelfs (bedoelt: van elk tussenstadium C„.) Nul is 
eindpunt van C0.
70 Marre: Oh, het maakt dus niet uit of het een eindpunt of een beginpunt is.
D: Een grenspunt zou ik willen zeggen, grenspunt, begin- of eindpunt. Zitten er in C uitsluitend 
grenspunten van een of ander segment?
Rob H: %.
D: Aha, die % kun je nog een keer gebruiken als tegenvoorbeeld. En waarom is dit dan geen 
75 grenspunt?
Geert-Jan: (Onverstaanbaar op de band.)
D: En waar zie je dat aan?
Geert-Jan: Die heeft geen 0- of 2-staart.
D: Ja. Dit is duidelijk geen grenspunt, want anders zou je uitsluitend 0-en op het eind hebben of 
80 2-en.
De docent merkt niet op dat Rob J in zijn bewijs van het vijfde vermoeden (regels 1 t/m 14) onvermeld 
laat dat de elementen van C fl [0,1/3] een ternaire naam hebben die begint met een 0 achter de komma 
en verder nullen en/of tweeën (regels 15 t/m 18). Sterker nog: hij verkeert in de waan dat hij het wèl 
heeft gehoord (regels 23 en 24). Daar staat tegenover dat de docent de vinger legt op een belangrijk 
hiaat in de redenering (regels 28 t/m 31).
Het optreden van Ard (regels 40 t/m 47) is helder en efficiënt. De nieuwe stelling die hij inbrengt, - 
komt als een geschenk uit de hemel.
Het symposium neemt opeens een onverwachte wending. Hoewel niemand van de leerlingen thuis vat 
heeft gekregen op het vierde vermoeden, wordt het met behulp van de nieuwe stelling hier ter plekke 
weerlegd door een nieuwe rekenpartij van Ard op het bord (regel 61).
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De docent maakt van de gelegenheid gebruik om impliciet erop te wijzen dat een 'voor alle - bewering' 
door één tegenvoorbeeld wordt weerlegd, maar niet wordt bewezen door een voorbeeld (regels 57 t/m
Ook het eerste vermoeden kan nu worden aangepakt. Marre wil eerst de term 'eindpunt' verhelderen 
(regel 69 t/m 72). Rob H. weerlegt vervolgens dit vermoeden met de tot het absolute minimum geredu­
ceerde mededeling: "%". Gelukkig geeft Geert-Jan daar nog een kleine toelichting op (regel 80).
8.2.5 De verslagen
Aan het eind van het symposium heb ik de leerlingen een voorbeeld van een verslag gegeven, om te 
laten zien aan welke eisen zo'n verslag dient te voldoen. In dit voorbeeld verwijs ik naar de twee 
niveaus van redeneren. Bovendien ruim ik plaats in voor locale ordening, door te vragen naar de 
voorkennis waarop het bewijs aansluit.
In wezen gebruik ik in dit voorbeeldverslag een variatie op de indeling 'Gegeven, Te Bewijzen, 
Bewijs', waarmee vorige generaties maar al te vertrouwd waren.
"Voorbeeld van een verslag:
Vermoeden (op het, lagere niveau):
Ik merk op dat voor elk natuurlijk getal n de tussenstap Cn symmetrisch is ten opzichte van ‘A. Ik ver­
moed dat ook C wel symmetrisch zal zijn ten opzichte van A.
Wiskundige voorkennis:
59).
* Stel a en b zijn reële getallen. Met 'a en b zijn elkaars 
spiegelbeeld ten opzichte van A' bedoel ik:
A - a = b - A.
De laatste regel is te herleiden tot: b = 1 - a.
- 0,5
Figuur 3
1,5 2
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Zij f  de functie van R naar R, gedefinieerd door: 
f : * -  1 - *
Met 'de deelverzameling X van R is symmetrisch ten op­
zichte van A' bedoel ik: fX) = X
- 0,5
0,5 1,5 2
X
Vermoeden (op het hogere niveau):
Zij f  de functie van R naar R, gedefinieerd door: f : * -  1 - * 
Dan geldt: f(C) = C.
Bewijs:
Om te bewijzen dat f(C) = C moet ik twee dingen aantonen:
(i) f(C) c C
(ii) C c f(C)
Ad (i):
Voor elke * C geldt:
* heeft een ternair adres waarin achter de komma uitsluitend 2-en en 0-en voorkomen.
Het ternaire adres van 1 - *  krijg je door in het ternaire adres van *  achter de komma alle 2-en door 0-en 
te vervangen en alle 0-en door 2-en. Dus dan is ook f*) e C.
Dus: f(C) c C.
Ad (ii):
Ik moet bewijzen dat C bevat is in f(C). Dat houdt in dat elk element y  van C optreedt als beeld van een 
element *  van C onder de functie f. Dat bewijs gaat zo:
Voor elke y  C geldt:
y  heeft een ternair adres waarin achter de komma uitsluitend 2-en en 0-en voorkomen.
Vervang in dit ternaire adres van y  achter de komma alle 2-en door 0-en en alle 0-en door 2-en. Dan 
krijg je het ternaire adres van een getal * C.
Voor deze *  geldt: f*) = y.
Dus: C c f(C).
Q.E.D."
Uit de verslagen van de leerlingen heb ik de volgende drie fragmenten gekozen.
1V96,a Het vijfde vermoeden, uit het verslag van Rob J.
Vooraf: Met C[0,1/3] bedoel ik het deel van C tussen 0 en V3  waarbij de eindpunten 0 en V3  ook meetel­
len.
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Vermoeden: Ik vermoed dat C[0,1/3] gelijkvormig is met C.
Voorkennis:
5 v1 Gelijkvormige figuren zijn puntvermenigvuldigingen.
v2 Het punt 0 zou het vermenigvuldigingspunt zijn (C[0,1/3] en C beginnen beide met 0).
v3 De vermenigvuldigingsfactor zou 3 moeten zijn (C[0,1/3] eindigt met 1/3, C eindigt met 1).
v4 Voor ieder punt A in C[0,1/3] zou moeten gelden: 3A £ C.
v5 Voor ieder punt B in C zou moeten gelden: V3 B £ C[0,1/3].
10 v6 3 = 10dec A v-/tern
v7 Ook in ternair geldt de wetenschappelijke notatie: A 10n. Dus uit een vermenigvuldiging met 
10 zou volgen: A- 10n + 1. A blijft hetzelfde, dus alle nullen blijven nullen en alle tweeën blijven 
tweeën. Er komen géén eenen bij.
Vermoeden (hoger?): Zij f  de functie vanaf 0 tot en met V3  gedefinieerd door: f : *  -  3*, en zij g  de 
15 functie van R naar R, gedefinieerd door: g : * -  Vax.
Dan geldt: f(C[0,1/3]) = C en g(C) = C[0,1/3].
Bewijs: Om het bovenstaande te bewijzen moet ik aantonen dat
1) f(C[0,1/3]) = C, en dat
2) g(C) = C[0,V3].
20 ad 1) Voor elke * £ C geldt v5 (zie voorkennis). Ook geldt v6. Dus in ternair: f*) = 10*. Hier geldt 
dus de redenering van v7. Het geldt dus voor ieder punt in C[0,1/3], want ieder punt in C heeft een 
ternair adres met uitsluitend nullen en tweeën en ieder element vanaf 0 tot en met V3  met een ternair 
adres die uitsluitend nullen en tweeën bevat behoort tot C[0,1/3]. Ieder zo'n adres kan op deze manier 
met 10 vermenigvuldigd worden en ieder adres zal tot C blijven behoren (ook daar dit zelfs bij klopt, 
25 3 = 1, het valt dus binnen het domein van C onder andere omdat het adres naderhand nog steeds
uitsluitend bestaat uit nullen en tweeën
ad 2) Weer: Voor elke * £ C geldt v5. Ook geldt v6. Dus ternair: g(*) = *■ (1/10). Hier geldt dus de 
redenering van v7 (want 1/10 = 10-1).
Het geldt dus voor ieder punt in C om dezelfde reden uitgelegd ad 10. Ieder adres van zo'n punt kan dus 
30 met 10 gedeeld worden en zal tot C[0,1/3] behoren, omdat het adres nog steeds uit nullen en tweeën 
bestaat en omdat het zelfs voor 1 klopt (in ternair: 0,2222. . . / 10 = 0,02222. . .)
Oftewel: Voor ieder punt a in C[0,1/3] geldt: 3a e C en voor ieder punt b in C geldt: 1/3-b £ C[0,1/3].
C[0, ] is dus een vermenigvuldiging van C met factor en C is een vermenigvuldiging van C[0, ] 
met factor 3, beide vanuit 0.
35 Dus C[0,1/3] is gelijkvormig met C."
Rob heeft een handige notatie gekozen: C[0,1/3], en deze goed gedefinieerd (regels 1,2). De wiskunde- 
taal in regel 5 is niet correct. De woorden 'zou' en 'moeten' (regels 6 t/m 13) geven twijfel: gaat het hier 
om voorkennis o f om een beschrijving van noodzakelijke voorwaarden voor het bewijs?
De constructie in regel 20 ("Voor elke *  e C geldt v5") leidt wel tot een hele merkwaardige zin: 'Voor
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elke *  e C geldt: Voor ieder punt B  in C zou moeten gelden: V3B e C[0,1/3].'
Hoewel Rob zich wel probeert te voegen naar de vormgeving van het voorbeeldverslag en zijn best 
doet om een gedetailleerd en verzorgd bewijs te leveren, noemt hij, in al zijn uitvoerigheid, niet de 
kern van de redenering. Hij merkt immers geen enkele keer op dat de elementen van C[0, ] een 
ternaire naam hebben waarvan het eerste cijfer achter de komma een '0' is. (Ook op het symposium liet 
hij dit onvermeld (1S96, 1 - 14).)
1V96,b Het vijfde vermoeden, uit het verslag van Wiebe
Vermoeden: Het stuk [0,1/3] is gelijkvormig met de hele Cantorverzameling.
*1 Lijnstuk A en B zijn gelijkvormig als A-c = B.
*2 C bestaat uit alle elementen met een ternair adres wat begint met een 0 dan een komma en 
daarna alleen nullen tweeën.
5 Alle punten van het stuk [0,1/3] worden ternair geschreven door 0,0 en dan een reeks nullen en/of 
tweeën.
Als je deze punten met een factor 3 vermenigvuldigt komt er ternair een getal uit met een 0, en een 
reeks nullen en tweeën dus C.
Andersom geldt dit ook. Als je C door 3 deelt komen er punten uit die allemaal op [0,1/3] liggen.
10 Dus [0,1/3] van C is gelijkvormig met heel C.
Wiebe houdt zich niet volledig aan het vormvoorstel, maar geeft wel de kern van het betoog weer.
1V96,c Het eerste vermoeden, uit het verslag van Christian
Vermoeden: De Cantorverzameling bestaat uit alle eindpunten van elk segment.
* De definitie van de Cantorverzameling luidt: C bestaat uit de punten die tot elke Cn behoren, 
en dus in geen enkel stadium van dit proces verdwijnen.
* C bestaat uit de elementen van [0,1] met een ternair adres waarin uitsluitend de cijfers 0 en 2 
5 voorkomen.
Als je deze twee stellingen bekijkt zou je zeggen dat de Cantorverzameling bestaat uit alle eindpunten 
van elk segment.
Maar. Een eindpunt van een segment wordt gekenmerkt door een staart die bestaat uit nullen of tweeën. 
vb. 0,0222222 of 0,0020002000 .
10 Bewijs is dus dat de Cantorverzameling niet alleen uit de eindpunten van elk segment bestaat omdat er 
ook getallen zijn met een oneindige rij 0 en 2 of een andere combinatie. b.v. % =*• 0,0202 .
Deze getallen komen nooit vast te liggen en zullen dus ook nooit een eindpunt van een segment kunnen 
zijn. Terwijl ze wel uit 0 en 2 bestaan en ze zullen in geen enkel stadium van het proces verdwijnen.
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Uit de drie citaten uit de onderzoeksverslagen van de leerlingen blijkt dat de verslagvorm, die ik met 
mijn voorbeeldverslag heb voorgesteld, redelijk voldoet. De leerlingen hebben steun aan het vermelden 
van de gebruikte voorkennis in afzonderlijke punten vooraf. Daarentegen weten ze niet goed raad met 
het onderscheid tussen het 'vermoeden (op het lagere niveau)' en het 'vermoeden (op het hogere 
niveau). Het is misschien beter voor de leerlingen te benadrukken dat een herformulering van het 
vermoeden niet in alle gevallen noodzakelijk is.
8.2.6 Terugblik op de eerste onderzoeksronde
1. Leefwereld, wiskunde en representaties.
De vermoedens 1, 2, 3, 5 en 6 (IB96) zijn gebaseerd op een representatie van C. In de tussenbespre- 
king (1T96) is veel aandacht besteed aan de vertaling van dergelijke vermoedens in wiskundige 
uitspraken.
2. De zin en betekenis van bewijzen.
Ard bewijst dat % tot C behoort (1S96,43 - 46), door het algoritme toe te passen dat in les 2 is geleerd. 
Dit bewijs verificeert het vermoeden; daarnaast wordt de vaardigheid van les 2 herhaald en (waar­
schijnlijk) geïntegreerd in de wiskundevaardigheden van de leerlingen. Met behulp van het zevende 
vermoeden wordt het vierde, geheel door de leerlingen (er zijn er drie actief bij betrokken), weerlegd 
(1S96, 52 - 64). Vervolgens wordt ook nog het eerste vermoeden (door twee andere leerlingen) 
weerlegd (1S96, 75 - 80). Christian weerlegt in zijn verslag het eerste vermoeden op een heldere 
manier (1V96,c, 6 - 14).
3. Bewijzen en lokale ordening.
Rob J. (1S96, 1 - 14) laat een belangrijk argument ongenoemd in zijn bewijs dat C[0,1/3] bij vermenig­
vuldiging met 3 (vanuit 0) binnen C wordt afgebeeld (namelijk dat het eerste cijfer achter de komma 
een '0' is).
De vorm die ik in mijn voorbeeld voor het verslag heb gekozen, ondersteunt de lokale ordening, 
doordat er nadrukkelijk plaats wordt ingeruimd voor de voorkennis die van toepassing is. Dit slaat 
goed aan (zie 1V96, a,b,c).
4. Vorming van vaktaal.
Rob J. laat na de 'pijl terug' te bewijzen. De docent wijst hem daarop (1S96, 19 - 31); hij bemoeit zich 
actief met het aanleren van wiskundige bewijsvaardigheden. Rob J. laat in zijn verslag blijken dat hij 
dit commentaar op zijn symposiuminbreng goed heeft begrepen (1V96,a, 17 - 35). Ook Wiebe bewijst 
correct in twee richtingen (1V96,b, 5 - 10).
5. Bewijzen binnen onderzoek.
De leerlingen hebben zeven vermoedens ingebracht (1B96 en 1S96, 43). Deze vermoedens zijn niet 
alleen aangepakt door de bedenkers, maar ook andere leerlingen zijn ermee aan de slag gegaan. De 
leerlingen zelf hebben, onder voorzitterschap van de docent, zes van de zeven vermoedens weerlegd of 
bewezen. Veel leerlingen hebben inbreng gehad tijdens het symposium; de interesse, de concentratie
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en de motivatie waren hoog gedurende deze hele onderzoeksronde. Door onderscheid te maken tussen 
het lagere en het hogere niveau werd de aandacht gericht op het redeneren binnen de wiskunde.
8.3 De tweede onderzoeksronde
8.3.1 Inleiding in het onderzoeksgebied
'Tentfuncties' zijn functies van het type x  -  c • ( 1 - I 2x  - 1 1 ), met c e R+; we duiden ze aan met de 
naam Tc. In het programma Funiter is deze familie functies als optie ingebouwd. Tentfunc-ties zijn in 
wezen eerstegraadsfuncties en daarom bij itereren minder gecompliceerd dan functies van de tweede of 
hogere graad. Onderzoek in deze functiefamilie is een goede voorbereiding voor 
het bestuderen van iteratieprocessen van tweedegraadsfunc- 
ties op R, en later op C. In deze ronde gaat het om de functie 
T15. Door het domein van de functie in twee gedeelten te 
splitsen, krijg je als functievoorschrift: 
als x  < / :  x  -  3x 
als x  > / :  x  -  3 - 3x.
We kijken naar de iteratiebanen van de getallen uit het seg­
ment [0, 1], de getallen waarbij de tentfuncties een positieve 
uitkomst opleveren. De iteratiebaan van 0,2 bijvoorbeeld, is:
0,2; 0,6; 1,2; -0,6; -1,8; -5,4; -16,2; . . .
(Zie het plaatje hiernaast.)
Het is duidelijk dat deze baan naar -°° gaat. Dat gebeurt bij de 
meeste getallen uit [0,1]. Een beetje populair zeggen 
we dat het getal 0,2 'ontsnapt' uit de gevangenis [0,1] en 
de vrijheid vindt bij - .
Er zijn ook getallen uit [0,1] waarvan de iteratiebaan hele­
maal binnen [0, 1] blijft; die getallen 'zitten gevangen onder 
de tent'. De iteratiebaan van 0,075 (= 3/40) bijvoorbeeld, is:
0,075; 0,225; 0,675; 0,975; 0,075; . . .
Deze baan is cyclisch met periode 4.
(Zie het plaatje hiernaast.)
In dit onderzoek ging het in eerste instantie erom de gevan­
genen van T15 te vinden. Daarna zou het onderzoek eventueel 
gericht kunnen worden op getallen met periodieke banen, of 
op andere functies uit de tentfamilie. Het programma Funiter 
was beschikbaar voor computerexperi-
menten. Voor een bewijs o f weerlegging is echter een redenering op het hogere niveau noodzakelijk.
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Het tijdsplan voor deze onderzoeksronde was:
- 18 december (les 6): brainstorm;
- 8 januari (les 7): een korte tussenbespreking;
- 22 januari (les 8): het symposium;
- 5 februari (les 9): het verslag inleveren.
8.3.2 De brainstorm
De leerlingen konden met Funiter experimenteren en op zoek gaan naar vermoedens. Eén van de 
groepjes leerlingen ontdekte, bij het itereren van 0,075, dat de computer niet deed wat je zou verwach­
ten. Funiter gaf als baan van 0,075 eerst achtereenvolgens vier cykels 0,075; 0,225; 0,675; 0,975. 
Tijdens de vijfde cykel werd de periodiciteit echter heel licht verstoord: 0,075; 0,225; 0,675;
0,97499999. In de achtste cykel was die verstoring uitgegroeid tot: 0,075112882; 0,22533864;
0,67601593; 0,9719522. Na nog enige iteraties zette de baan koers naar -°°: . . .; 0,55315307; 
1,3405408; -1,0216224; . . . Niet het chaotische gedrag op zich riep bij de leerlingen vragen op, maar 
de schijnbare inconsequentie van de computer: viermaal volgt op 0,675 het getal 0,975 en de vijfde 
keer treedt er opeens een afwijking op. Er lijkt geen sprake te zijn van afrondingsfouten, want bereke­
ningen met drie cijfers achter de komma mogen voor een computer toch geen probleem zijn, zou je 
denken.
Na afloop van de brainstorm stonden de volgende vermoedens op het bord:
2B96
"1. De PC doet vreemd bij 0,075. (Bernard, Marc, Marijn)
2. Tussen 2/3 en 1 blijft het punt gevangen zitten in de tent. (Bart, Ard, Frank)
3. De verzameling gevangenen is symmetrisch in 0,5. (Wiebe)
4. f(0) = 1 of -1 (Rob J.)
5. Wij vermoeden dat er een formule voor het vinden van enkele getallen is: 0,075 (1/3)n, waarbij n niet 
al te klein. (Koen, Bas.)"
Het vierde vermoeden kwam in de hele verdere onderzoeksronde niet meer ter sprake. De ervaring met 
de computer, die leidde tot het eerste vermoeden, maakte voor de leerlingen de beperkingen duidelijk 
van de representatie van wiskunde die je met een programma als Funiter maakt.
8.3.3 De tussenbespreking
Na een onderbreking van drie weken, waarin de kerstvakantie viel, werd in de tussenbespreking de
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draad weer opgevat. Deze tussenbespreking diende ertoe de leerlingen op weg te helpen in hun 
onderzoek. De docent stuurt meer dan bij het symposium. Hij doet ook voor hoe je tot vervolgvragen 
komt. Ook in deze tussenbespreking fungeert de docent als rolmodel voor de leerlingen.
Niemand van de leerlingen had een verklaring gevonden voor het merkwaardige resultaat dat de 
computer bij iteratie van 0,075 gaf. Eén van de docenten suggereerde daarom dat de reden waarschijn­
lijk was dat de computer binair rekent. De binaire schrijfwijze van 0,075 is 0,00010011 , hetgeen
door de computer wordt afgerond, op 0,00010011 bijvoorbeeld (afhankelijk van de interne rekenchip). 
De docent sluit dit thema af en vervolgt de tussenbespreking met het vijfde vermoeden:
2T96
D: Goed, er zijn nog veel meer mogelijkheden om aan te pakken; we hebben nu één zo'n gevang­
ene, en de vraag is: hoe kom je aan meer? Er is een stelling gegeven door Koen en Bas. Jullie 
hebben gezegd dat als je begint met 0,075 en je vermenigvuldigt dat met (1/3)n, dat je dan ook 
gevangenen krijgt. Kun je daar een toelichting op geven?
5 Koen: Als je bijvoorbeeld '-1' voor n invult, dan krijg je 0,075 maal 3 en dat is precies 1/40, dan kom 
je ook in die baan.
D: Als je met 3 vermenigvuldigt,
Marijn: Mag je ook, als je voor n '-50' invult?
Koen: Volgens mij komt er dan precies hetzelfde uit. O nee, dan wordt het groter dan 1. Het getal dat 
10 daar staat moet wel tussen 0 en 1 blijven.
(De toelichting van Koen maakt het er niet helderder op. De discussie loopt even vast.)
(. . .)
D: Als ik bijvoorbeeld voor n 1 neem, krijg ik dan een nieuwe gevangene?
Bernard: Je krijgt alleen maar een van die getallen die daarboven staan.
15 (Hij bedoelt: uit de baan van 3/40).
D: Dus dan zou ik bijvoorbeeld krijgen 1/40. Ontsnapt die, als ik T blijf toepassen?
Wiebe: (onverstaanbaar) en dan komt die daar weer in.
D: Ja, 1/40 vervalt in die cykel, in die periodieke baan. Dus 1/40 blijft ook gevangen. Voor 1 
klopt het. Als ik 2 zou nemen, voor n?
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20 Wiebe: Dan moet je twee keer met 3 vermenigvuldigen en dan ben je bij 0,075.
Bernard: Dat is een variant op hetzelfde.
Rob J: Ja maar dat is gewoon het omgekeerde wat die functie doet. Dus als je dat heel veel keren 
doet, dan (onverstaanbaar)
D: Eigenlijk zou je kunnen zeggen dat 1/40 een voorouder is van 3/40. Bij toepassing van die 
25 functie T kom je hierop terecht en daarom blijft die gevangen.
Bernard: Ja, maar dan kom je niet op een nieuwe gevangene uit.
D: 1/40 is een nieuwe gevangene.
Bernard: Maar je komt in dezelfde baan, altijd. Je vindt geen nieuwe baan.
D: Ja, maar je vindt er op deze manier wel oneindig veel.
30 Bernard: Zijn er ook andere banen? Daar gaat het om.
(. . .)
Wiebe: Er zijn ook wel andere banen. 0,025 is er toch ook een.
D: 0,025 die heb ik hier al.
Wiebe: O ja, sorry. 0,1, die doet het ook.
35 D schrijft op het bord: 1/10, 3/10, 9/10, 3/10, . . . Vervolgens doet hij een suggestie:
D: Dat is een baan met periode 2. Zijn er ook banen met periode 3? Je ziet dat hier een onder­
zoeksthema naar voren komt: Hoe vind ik periodieke banen?
D gaat verder met het tweede vermoeden:
40 D: Er zijn nog meer dingen gezegd, ook bijvoorbeeld: als ik tussen 2/3 en 1 ga zitten, dan vind ik 
gevangenen, "tussen 2/3 en 1 blijft het punt gevangen zitten in de tent". Is dat zo?
D tekent in samenwerking met de leerlingen 
een nomogram op het bord en laat nu zien 
dat er getallen zijn uit het segment [2/3, 1]
45 die in twee stappen ontsnappen.
Voor een aantal leerlingen (Rob H., Wiebe) 
wordt het nu duidelijk: het gaat om de 
Cantorverzameling.
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D: Wat is nou het vermoeden over de gevangenenverzameling?
50 Wiebe: De Cantorverzameling.
D: Er zijn hier verschillende dingen gezegd die je met elkaar kunt combineren en waarmee je vol­
gens mij een heel eind vooruit moet kunnen komen.
Er is nog wat tijd over en D besluit nog even terug te komen op het zoeken van punten met een perio­
dieke baan. Hij kiest een willekeurig getal a en schrijft het begin van de baan op: a, T(a), T  (a), T3 (a). . 
55 . . Als dit een baan is met periode 3, dan geldt: T3 (a) = a. Samen met de leerlingen komt hij tot een van 
de mogelijke vergelijkingen: 27 a = a.
Een van de leerlingen zegt: 0.
D: De baan 0,0,0,0, . . ., dat is eigenlijk geen baan met periode 3, maar met periode 1. 0 is ge­
woon een dekpunt van T. Dit is niet echt een periodieke baan met periode 3. Maar ja, ik heb nu 
60 wel aangenomen dat ik steeds te maken heb met getallen die liggen in [0,1/2].
Wiebe: Dan zou je voor de laatste, of de een-na-laatste.
D gebruikt nu twee keer het eerste voorschrift en daarna het tweede. Dat leidt tot de vergelijking 
3 - 27a = a. De oplossing daarvan is 3/28.
Bernard: Nou kun je kijken of het klopt.
65 D schrijft op: 3/28, 9/28, 27/28, 3/28, . . . en iedereen is tevreden.
D: Ik heb hier aangenomen dat ik bij de derde stap voorbij 1/2 kom. Dat had ook bij de tweede 
stap kunnen gebeuren. Je kunt je dus afvragen of er nog meer 3-cykels zijn en zo ja, hoeveel 
zijn er dan?
De bedoeling is dat je dit verder uitwerkt, de komende 14 dagen en dat je de volgende keer op 
70 het symposium vertelt hoever je bent.
Nabespreking van het tussengesprek:
Koen drukt zich onnauwkeurig uit (regel 5). Als je -1 voor n invult, krijg je  inderdaad "maal 3", maar 
dat geeft dan niet 1/40, maar 9/40. De reactie van Koen op de vraag van Marijn (regel 8) is raadselach­
tig. Met "het" (regel 9) bedoelt hij waarschijnlijk (1/3)n. De mondelinge uitdrukkingsvaardigheid van 
Koen in de wiskundetaal lijkt laag. Hij mengt zich weinig in het debat; dat is waarschijnlijk oorzaak en 
gevolg van de taalproblemen.
In regel 14 doet zich opnieuw een taalprobleem voor. Bernard zegt 'nieuwe gevangenen' en bedoelt 'een 
andere periodieke baan' (eventueel met niet-periodiek kopstuk).
Rob J. (regel 22) begrijpt het principe waarmee je nieuwe gevangenen krijgt en formuleert het goed in 
algemene termen.
Bernard lijdt nog steeds aan spraakverwarring (regel 26). Dit leidt echter tot een zinvolle nieuwe 
onderzoeksvraag (regel 30).
Wiebe (regels 30 t/m 34) reageert correct op een vraag van het type 'bestaat er een ..?', door een
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voorbeeld te geven.
D stapt over naar het tweede vermoeden (regels 39, 40). Door het nomogram wordt dit vermoeden 
weerlegd. Daaruit ontstaat een nieuw, krachtiger vermoeden (regels 45 t/m 50), dat wezenlijk is voor 
de tentfunctie.
De docent demonstreert tenslotte hoe je een getal met een periodieke baan kunt vinden (regel 53 t/m 
68). Bernard heeft het goed gevolgd en rondt af als een ervaren onderzoeker (regel 64).
8.3.4 Het tentfunctiesymposium
Twee weken later vond het symposium plaats. Er waren nogal wat leerlingen afwezig, sommige in 
verband met de proefwerkweek, andere door een excursie van school of door ziekte. Een inventarisatie 
onder de leerlingen die er wel waren, leerde dat géén van hen iets te melden had, om vergelijkbare 
redenen. In dergelijke omstandigheden heeft een buitenschoolse cursus als deze uiteraard minder 
prioriteit. Alleen Marijn, Marc en Bernard hebben er samen een middag aan gewerkt, maar hun 
onderzoek had niet veel opgeleverd. De leerlingen waren dus slecht op het symposium voorbereid. 
Toch besloot de docent er maar het beste van te maken; ook de leerlingen zetten zich volledig in. Zo 
ontstond er, ondanks de ongunstige omstandigheden, een boeiend symposium. In deze paragraaf geef 
ik een bijna onverkorte weergave daarvan. Als start vraagt de docent Bernard te zeggen welke resulta­
ten de inspanning van hun groepje had voortgebracht:
2S96
Bernard:Wij hebben een middag zitten brainstormen, en we hebben bedacht dat er een paar
criteria zijn waaraan ieder getal, als je een getal wilt krijgen dat zeker repeteert, dan moet dat 
aan bepaalde voorwaarden voldoen, en een van die voorwaarden is, als je van 0 tot 1 gaat 
zitten, tot en met 1/3, mag het begingetal komen, en vanaf 2/3 tot 1, dit stuk (van 1/3 tot 2/3) 
valt sowieso weg, en dan hadden wij eigenlijk nog als dieper vermoeden dat waarschijnlijk de 
vaste punten in de Cantorverzameling dat die dus eigenlijk ook de punten zijn waarvoor geldt 
dat ze zich repeteren, maar zover waren we nog niet. Dat is eigenlijk wat we ongeveer hadden 
bedacht.
Is er iemand die daar iets op wil zeggen?
Dat was toch al vastgesteld (met bijval van anderen).
Dat moesten we bewijzen.
(. . .) misschien heeft iemand een idee om er nu wat mee te doen?
Gaan we eerst maar de punten definiëren die in de Cantorverzameling in ieder geval vastzitten. 
Als je daar een definitie van hebt, dan kun je dat als algemeen bewijs maken dat als je die 
punten itereert, dat dat repeteert. Maar dan moet je wel eerst die punten definiëren, anders kun
5
D:
10 Wiebe: 
Ard:
(. . .) 
D:
Marc:
15
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je dat niet doen.
D: Je weet toch al van alles van de Cantorverzameling?
Wiebe: Nou je kunt met de ternaire schrijfwijze wat proberen, dat de punten die daarin gevangen 
20 blijven, dat die een 0-en-2-staart hebben.
D: Dat is inderdaad een redelijke stap. Zou ik jou mogen uitnodigen, Wiebe, om naar voren te 
komen, en daar iets over op het bord te schrijven, met commentaar en hulp van de rest?
Wiebe: Ik verzin het hier ter plekke, maar ik wil wel wat proberen.
D: Wiebe moet het nou uit zijn mouw schudden, dus alle hulp is nodig.
25 Marc: Wij moeten het dus doen.
Wiebe schrijft op: De Cantorverzameling wordt getypeerd doordat die in de ternaire schrijfwijze achter 
de 0, alleen maar nullen en tweeën bevat.
Ook schrijft hij, met hulp van D, de definitie van de tentfunctie T op.
Wiebe: Als je een ternair getal met 3 vermenigvuldigt, dan schuift de komma een plaats naar rechts op. 
30 Dan krij g je weer een getal in de Cantorverzameling.
Hij neemt als voorbeeld het getal 0,2002; vermenigvuldigt dit met 3, met als resultaat 2,002. (Hij 
vergist zich en rekent alsof 0,2002 kleiner is dan 1/2.) Wiebe stelt wel vast dat het beeld groter is dan 
1/2 en dat daarom het tweede deel van het voorschrift van T van toepassing wordt. Dat blijkt een 
35 probleem.
Marijn komt op het idee om de formules voor T ook ternair op te schrijven. Samen komen ze tot: 
fX) = 10'x, als x  < 1/2 en fx) = 10 - 10-x, als x >1/2.
Ze willen ook 1/2 met de ternaire naam schrijven. Dat is nog een heel gezoek, voor ze op 0,11111.. 
komen. Er zijn er die dit betwijfelen.
40 Ard: Volgens mij klopt dat wel, want als je 1/2 maal 3 doet en je neemt de helen eruit, dat is 1, dan 
krijg je weer 1/2, dus het repeteert.
Wiebe gaat nu weer terug naar 0,2002, hij past nu wel het goede deel van het functievoorschrift toe en 
komt tot 10 - 2,002. Marijn merkt op dat dit herleid kan worden tot 0,221. Wiebe schrijft het op, maar 
is er niet van overtuigd dat het goed is. Marijn legt uit dat als je 0,221 en 2,002 bij elkaar optelt, dat je 
45 dan 10 krijgt. Dat is overtuigend.
D neemt het weer over, tot opluchting van Wiebe.
D: We zijn een belangrijk stuk verder gekomen. Je hebt een getal genomen dat in de Cantor­
verzameling ligt. Je hebt vastgesteld dat het groter is dan 1/2, dat je dus het tweede deel van 
het functievoorschrift moet gebruiken en toen heb je uitgevonden dat dit (0,221) eruit komt. 
50 En de vraag is: zit dit getal weer in de Cantorverzameling?
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(. . .)
D: Maar je weet toch wel dat er getallen zijn die twee ternaire schrijfwijzen hebben.
Bernard: 10 is toevallig zeker zo'n getal.
D: 10 is zo'n getal, ja, 10 heeft ook een andere ternaire schrijfwijze.
55 Marc: Ja, 2,222222...
D: Je kunt dus ook schrijven: 2,2222.. - 2,002 en wat krijg je dan?
Wiebe: 0,2202
D: Dat is hetzelfde als hierboven staat (0,221). Dus de conclusie hieruit is?
Wiebe: Hij zit wel in de Cantorverzameling.
60 D: Ja, dit blijft in de Cantorverzameling. Je hebt één voorbeeld genomen van een getal dat groter 
is dan 1/2, daar heb je de functie op toegepast en dan blijft dat getal, als het eerst in de 
Cantorverzameling zit, in de Cantorverzameling. Dat is een belangrijke stap. Wat zou nog een 
stap zijn?
Marc: Nou moeten we het gaan bewijzen, kijk, want dit geldt voor één ding, nou moeten we kijken of 
65 het dus voor alles geldt.
D: Ja, inderdaad. Kun je begrijpen dat alle getallen uit de Cantorverzameling die groter zijn dan 
1/2, dat daarvan het beeld weer in de Cantorverzameling ligt?
Verschillende vingers. D kiest Jan. Dit wordt zijn eerste optreden in het openbaar.
Jan: Het bestaat alleen maar uit nullen en tweeën, dus als je van 2, en dan oneindig keer nullen en 
70 tweeën, als je daar de twee voor de komma vanaf haalt, dan hou je 0 over, en de rest blijft
liggen.
D begrijpt de opmerking van Jan niet en gaat er niet op door. Hij geeft de beurt aan Rob J.
Rob J: Er was bewezen dat de ene kant van de Cantorverzameling gelijkvormig is met de andere kant, 
(hij komt er verder niet uit)
75 D: Als je weet dat alle getallen die groter zijn dan 1/2 uit de Cantorverzameling, dat die in de 
Cantorverzameling blijven, dan kun je op grond van symmetrie concluderen dat ook de 
getallen uit de Cantorverzameling die kleiner zijn dan 1/2, in de Cantorverzameling blijven. 
Maar zover zijn we nog niet.
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Ard: Maar je moet bewijzen dat die 2,002, als je dan een willekeurig getal van nullen tweeën 
80 invult, en dan van 2,2 min getallen van alleen maar nullen en tweeën, dat dat weer een
getal is van alleen maar nullen en tweeën. En dat klopt, want als je van 2 een 2 aftrekt, krijg je
0 en als je van 2 een 0 aftrekt dan hou je 2.
D: Dus je kunt inderdaad begrijpen aan dit voorbeeld dat het in het algemeen geldt. En met die 
symmetrie
85 Wiebe: Dan hoef je niet allebei de formules apart uit te proberen.
D: Is het bewij s dan rond?
Wiebe: Nee, je moet ook nog laten zien dat ieder punt (van de gevangenenverzameling) in de
Cantorverzameling zit. Je moet twee kanten op bewijzen. En nu hebben we bewezen dat alle 
punten uit de Cantorverzameling daarin zitten, maar niet dat alle punten daaruit in de Cantor- 
90 verzameling zitten.
D: We hebben laten zien dat ieder punt dat in de Cantorverzameling zit, onder de tentfunctie in de 
Cantorverzameling blijft zitten, en dus gevangen blijft. Maar, de vraag is, zijn er misschien 
nog meer?
(Het gesprek raakt nu eerst op een zijspoor, dat ik omwille van de leesbaarheid weglaat. Daarna neemt 
95 de docent de draad weer op en spitst de vraag toe:)
D: We hebben de hele tijd gewerkt met die nullen en tweeën, dat werkt handig, en nu wil ik een 
getal hebben dat zeker niet in de Cantorverzameling zit,
Ard: Een ternair getal waar een 1 in zit.
D: Ja, 0,102 bijvoorbeeld zit zeker niet in de Cantorverzameling. Wat gebeurt daarmee, als ik ga 
100 itereren. We hopen dat die eruit vliegt.
Met vereende krachten wordt het begin van de baan van 0,102 bepaald:
0,102; 1,02; -0,2; -2; -20; -200; . . .
Wiebe: Hij vliegt eruit. Maar met één voorbeeld heb je het nog niet bewezen!
D: We zijn aan het experimenteren met een getal waarin in de ternaire schrijfwijze een 1 voor- 
105 komt die niet gevolgd wordt door een 0-staart. Wat gebeurt er met die 1, als je het bovenste
functievoorschrift toepast, en wat gebeurt er met zo'n 1 als je het tweede functievoorschrift 
moet toepassen?
Er komen verschillende opmerkingen door elkaar. Enkele onverstaanbaar. De docent stelt voor, in 
verband met de tijd en ook om voor de leerlingen nog wat over te laten, dat de leerlingen zelf proberen 
110 om de losse eindjes af te maken. Eventueel samen.
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Nabespreking van het symposium:
Bernard drukt zich matig uit in de wiskundetaal (regel 2: "een getal dat repeteert"). Er blijkt dat hun 
inspanning inderdaad weinig had opgeleverd, zoals door Wiebe en Ard wordt aangegeven (regels 10,
11).
Marc zorgt voor een goede start (regel 14 t/m 17), door te zeggen dat je eerst de definitie nodig hebt. 
Het woord 'repeteert' (regel 16) gebruikt hij verkeerd.
Wiebe zet de volgende stap (regels 19, 20), naar de ternaire schrijfwijze.
De docent doet een poging om zoveel als mogelijk is op de achtergrond te raken en nodigt Wiebe uit 
het voortouw te nemen (regel 21 t/m 24) met steun van de andere leerlingen.
Wiebe schrijft eerst de definitie van de Cantorverzameling en de tentfunctie op het bord (regel 27 t/m 
29). Vervolgens gaat hij een voorbeeld onderzoeken (regel 32).
De suggestie van Marijn (regel 36) leidt tot een omweg met een interessant voorval: het zoeken naar de 
ternaire naam van 1/2. De oplossing wordt betwijfeld. Dat is de ideale voedingsbodem waarop een 
bewijs betekenis kan krijgen als middel tot verificatie (regels 38 t/m 41).
Ook in de regels 42 t/m 45 ontstaat er twijfel, die wordt weggenomen door middel van een bewijs.
De docent neemt de leiding weer over (regel 46) en stelt een logische vervolgvraag (regel 50), gevolgd 
door een toespitsing (regel 52). Bernard slaat daarop een omweg in (regel 53) waarop de docent braaf 
volgt (regel 54). Verrassend snel komt iedereen toch op het goede punt uit (regel 57 t/m 59).
De docent vat het voorafgaande samen (regel 60 t/m 63) en vraagt naar een voortzetting.
Marc geeft er blijk van (regel 63, 64) dat hij gevoel krijgt voor de spelregels van wiskunde.
De bijdrage van Jan (regel 69 t/m 71), de eerste keer dat hij zich laat horen op het symposium, is niet 
helder in formulering. De onhelderheid zit voornamelijk in de onduidelijke verwijzing waarmee hij 
opent: "Het". De docent reageert negatief door de beurt aan een ander te geven (regel 72).
Rob J draagt een belangrijk nieuw bestanddeel voor het bewijs aan (regels 73, 74), maar loopt hiermee 
wat op de zaken vooruit.
Ard (regel 79 t/m 84) geeft de ontbrekende schakel.
De docent vat samen en grijpt terug op de bijdrage van Rob J. (regels 83 en 84).
Wiebe rondt dat keurig af (regel 85).
In de volgende regels blijkt dat Wiebe (en ook andere leerlingen) intussen goed weten hoe je bewijst 
dat twee verzamelingen aan elkaar gelijk zijn (regel 86 t/m 90).
De docent vat dit samen en formuleert een vraag daarbij (regel 93). Na een (tamelijk uitvoerige) 
omweg hervat hij de hoofdlijn van het gesprek een scherpt zijn vraag aan (regels 96, 97).
Ard maakt de goede opmerking (regel 98).
Ook Wiebe begrijpt de spelregels van wiskunde steeds beter (regel 103).
De docent sluit het symposium en geeft nog een voorzet voor de verslagen.
8.3.5 De verslagen
Er waren in deze ronde maar drie leerlingen die een verslag inleverden. Ik beperk me daarom tot
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slechts één fragment.
2V96 Uit het verslag van Wiebe
Vermoeden (op lagere niveau):
De punten die gevangen blijven in de tentfunctie liggen op C.
Wiskundige voorkennis:
* De tentfunctie wordt ternair gedefinieerd door
5 _
fX) = 10 x  x  < 0,11
fx) = 10 -  10x  x  >0,H
10. 2,2 ,
’  te r
Alle punten van C hebben een ternair adres waarin alleen de cijfers 0 en 2 voorkomen.
Als je een ternair getal met 10ter vermenigvuldigt, verplaatst de komma één plaats naar rechts.
Vermoeden (op hogere niveau):
10 Ieder punt dat gevangen blijft in f  = C
Bewijs:
Om mijn vermoeden te bewijzen moet ik aantonen dat:
1. gevangen punten f  c C
2. C c  gevangen punten f
15 1. Gevangen punten bestaan uit punten < 1 en > 0 waarvan het ternair adres alleen uit de cijfers 0
en 2 mag bestaan. Als er een 1 in voor zou komen, dan is het beeld op een gegeven moment >
1 en is het punt niet gevangen.
De verzameling gevangen punten van f  liggen dus op C.
Dus gevangen punten f  C.
20 2. Ik moet bewijzen dat C gevangen punten f.
Dus ieder punt van C moet gevangen blijven in f  Itereer een punt van C, dan gaat de komma 
iedere stap één plaats naar rechts zolang punt < A.
De beelden van deze punten liggen weer op C.
Als punt > A, dan moet 2,22 -  10 -x . Als je van 2,22 een punt uit C aftrekt, komt op
25 de plaats waar eerst een 2 stond nu een 0 en op de plek van een 0 een 2, dus weer een punt van
C.
Dus C gevangen punten f.
*
Het vermoeden op het hogere niveau is zo geformuleerd dat er een standaard bewijsvorm op past. Deze 
formulering is weliswaar nog niet volmaakt, maar toch een aanscherping (verbetering) van de formule­
ring op het lagere niveau.
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In onderdeel 1 van het bewijs ontbreken enkele belangrijke stappen. Uit zijn opmerking tijdens het 
symposium (2S96, 103) kun je afleiden dat Wiebe dat zelf ook weet.
Wiebe kan goed uit de voeten met de bewijsvormgeving; als vanzelfsprekend inventariseert hij de 
voorkennis en formuleert hij de vraag zó dat hij aansluit op een standaard bewijsprocedure.
8.3.6 Terugblik op de tweede onderzoeksronde
1. Leefwereld, wiskunde en representaties.
De vreemde computerresultaten tijdens de brainstorm, die leidden tot het eerste vermoeden (2B96), 
maakten duidelijk dat de computer weliswaar een krachtig hulpmiddel is voor wiskundig onderzoek, 
maar dat je de resultaten ervan niet blindelings mag vertrouwen.
Met het nomogram (2T96, 41 - 50) wordt vermoeden 2 (2B96) weerlegd.
Deze twee voorbeelden samen laten nog eens de twee kanten van representaties zien: de informatie die 
de computer geeft (in het bovenstaande voorbeeld) is fout, de informatie uit het nomogram is solide en 
betrouwbaar.
2. De zin en betekenis van bewijzen.
Tijdens het symposium komt het vier keer achter elkaar voor dat bij leerlingen twijfel of onzekerheid - 
ontstaat, die vervolgens wordt weggenomen door een bewijs (2S96,38 - 42; 2S96, 43 - 45; 2S96, 50 - 
59; 2S96, 64 - 82). In drie van de vier gevallen roepen de leerlingen zèlf de vraag op, in alle gevallen 
geven ze zèlf het antwoord. Hieruit blijkt dat bewijzen voor de leerlingen binnen het kader van 
leerlingonderzoek zin kan hebben. In de voorbeelden die ik aanhaal heeft het bewijs telkens betekenis 
als verificatie.
3. Bewijzen en lokale ordening.
Marc legt een basis voor een bewijs, door te starten met een definitie (2S96, 14 - 17)
Marc wijst erop dat een voorbeeld nog geen bewijs is (2S96, 64 - 65).
Wiebe zegt: "Met één voorbeeld heb je het nog niet bewezen" (2S96, 103).
In zijn verslag inventariseert Wiebe de voorkennis waarop zijn bewijs aansluit (2V96, 3 - 9).
4. Vorming van vaktaal.
In deze ronde blijkt meermalen dat leerlingen slordig omspringen met wiskundetaal. Koen drukt zich 
niet scherp uit (2T96, 5 - 6), hetgeen leidt tot misverstanden bij de docent (2T96, 7) en Koen zelf 
(2T96, 9 - 10). Bernard verwart 'nieuwe gevangenen' met 'een andere periodieke baan' (2T96, 14). 
Marc zegt "repeteert" en bedoelt daarmee dat de punten 'gevangen blijven' (2S96, 16). Wiebe zegt: 
"Alle punten van C hebben een ternair adres waarin alleen de cijfers 0 en 2 voorkomen", in plaats van: 
"De punten van C zijn precies de punten van [0,1] die een ternair adres hebben waarin alleen de cijfers
0 en 2 voorkomen". (2V96, 7). De formulering van het hogere vermoeden (2V96, 11) getuigt van 
vaktaal die zich nog in een beginstadium bevindt.
Wiebe weet hoe je bewijst dat twee verzamelingen aan elkaar gelijk zijn (2V96, 13 - 15).
5. Bewijzen binnen onderzoek
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Sommige leerlingen demonstreren een goede onderzoekende houding:
- Bernard komt tot een nieuwe onderzoeksvraag (2T96, 30)
- Rob H. en Wiebe vormen uit een eerste vermoeden, nadat het is weerlegd, een nieuw en krachtiger 
vermoeden (2T96, 45 - 50);
- Bernard wil kijken o f het resultaat klopt (2T96, 64).
8.4 Het eindonderzoek
8.4.1 Het onderzoeksgebied
Het eindonderzoek van dit jaar was afgestemd op de mogelijkheden van Funiter. De opdracht voor de 
leerlingen luidde als volgt:
"Inleiding
In het slotonderzoek krijg je de gelegenheid te tonen dat je kunt denken als een wiskundige èn dat je iets 
begrepen hebt van fractals en dynamische processen, het thema van deze cursus.
Zoals je weet hebben we steeds gesproken over twee niveaus van wiskundig denken, die we eenvoudig 
hebben aangeduid als:
- het lagere niveau en
- het hogere niveau.
Op het lagere niveau zoek je naar bijzonderheden in je onderzoeksterrein. Daarbij zijn alle denkbare 
hulpmiddelen toegestaan, zoals plaatjes, intuïtieve redeneringen en voorbeelden uit de leefwereld. Op het 
hogere niveau probeer je deze eigenschappen te bewijzen. Daarvoor is het ten eerste noodzakelijk dat je je 
vermoeden formuleert (vertaalt) in termen die wiskundig betekenis hebben; elk begrip dat je hanteert, moet 
wiskundig gedefinieerd zijn. Vervolgens probeer je dit vermoeden te bewijzen of te weerleggen, dat wil 
zeggen: je probeert aan te tonen dat dit nieuwe vermoeden logisch volgt uit reeds bekende, geaccepteerde 
wiskunde, èf dat het daarmee juist in strijd is.
Een echte onderzoeker is met een bewijs of weerlegging niet tevreden, maar probeert vervolgvragen te 
stellen, bijvoorbeeld op de volgende manieren:
- als een vermoeden is bewezen, proberen een krachtiger vermoeden te formuleren;
- als een vermoeden is weerlegd, het bijschaven tot een nieuw vermoeden dat wèl te bewijzen is;
- terugkijken op de gevonden resultaten en zoeken naar een regelmaat daarin die aanleiding geeft voor 
een nieuw vermoeden.
Het onderzoeksgebied
In Funiter zijn zes functiefamilies van R -  R opgenomen:
- x  -  x 2 + c
- x  -» cx - [cx]
- x  -» V ' (x + c)
- x  -» cx(1 - x)
- x  -  - cx3 + (c + 1)x2
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Hierin stelt c telkens een reëel getal voor.
Kies één van die families, richt je onderzoek op dekpunten, tweecykels, driecykels, enzovoort en ga na of 
die aantrekkend of afstotend zijn. Kun je misschien aantrekkingsbassins bepalen? Kun je de Juliaverza- 
meling beschrijven?
Als je wilt kun je ook verder gaan met het onderzoek naar de tentfuncties, waarmee we al in de tweede 
ronde zijn begonnen."
De begrippen 'aantrekkingsbassin' en 'Juliaverzameling' zijn in de lessen aan de orde geweest. Ze zijn 
als volgt gedefinieerd:
'Het aantrekkingsbassin van een dekpunt van een functie f ' is de verzameling van getallen uit het 
domein van f  waarvan de f-baan naar dat aantrekkend dekpunt convergeert.
'De Juliaverzameling van een functie f ' is de verzameling van getallen x waarvoor geldt:
- x  is de limiet van een rij getallen, waarvan elk een begrensde f-baan heeft,
- x  is tevens de limiet van een rij getallen, waarvan elk een onbegrensde f-baan heeft.
(De Juliaverzameling van f  is de rand van de verzameling van getallen met een begrensde f-baan. De 
Cantorverzameling is de Juliaverzameling van de tentfunctie.)
De leerlingen werkten in groepjes van twee of drie, een enkeling alleen. De werkwijze in deze derde 
ronde week af van die van het vorige cursusjaar. In plaats van individuele begeleiding door een eigen 
docent verzorgde dit jaar elk groepje een tussenpresentatie. Net als het vorig jaar verzorgde elk groepje 
een eindpresentatie. Daarna schreven ze het verslag van hun onderzoek.
Er waren zes onderzoeksgroepjes. V ijf daarvan hebben een goed onderzoek gedaan, één groepje 
functioneerde iets minder. Ik zal één van die v ijf onderzoeken uitvoerig beschrijven en analyseren. Om 
hun voordracht beter te kunnen volgen, heb ik de grafieken die zij zelf thuis met Funiter hadden 
bestudeerd, aan het protocol van de presentatie toegevoegd.
Er mengen zich drie docenten in het gesprek. De docent die voorzitter is, geef ik aan met 'D', de beide 
andere achtereenvolgens met 'D*' en 'D**'.
8.4.2 De tussenpresentatie van Bart, Ard en Frank
De tussenpresentatie en de eindpresentatie van Bart, Ard en Frank verliepen beide heel professioneel: 
Bart beschreef de grote lijn van het onderzoek, Ard en Frank verzorgden telkens de bijbehorende 
rekenpartijen op het bord. Elk van de drie beheerste zijn eigen rol perfect, en kende ook de andere 
rollen. Het was een goed geolied optreden, in een hoog tempo en met gladde overgangen van de ene 
spreker op de andere. Ard had in de cursus al regelmatig goede bijdragen geleverd, de andere twee 
hadden zich minder laten horen, tot nu toe.
- x  -  c (1 - I 2x - 1|)
3T96
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Bart: We hebben dus de functie genomen -cX + (c+ 1)*2. We 
zijn eerst met het computerprogramma aan de slag ge­
gaan. Daar hebben we wat verschillende c's ingevuld en 
gekeken wat er dan precies gebeurde met de grafiek. 
Toen zijn we tot het vermoeden gekomen dat (0,0) en
(1,1) altijd dekpunt zijn voor de grafiek. Toen hebben 
we dat uitgerekend.
Frank: We kwamen ook tot het vermoeden dat 1/c altijd dek­
punt was. Dat hebben we bewezen; dat was niet echt 
moeilijk.
(Schrijft op:)
15
x  = -cx3 + (c+ 1)X
0 = cx3 - cx2 - x 2 + x
0 = x(cx2 - cx - x  + 1)
0 = x(cx - 1)(x - 1) 
x  = 0 V x  = 1/c V x  = 1
Figuur 8 : c = -4, -2, 0, 2, 4
Bart: Hieruit haal je dus meteen een bijzonder geval als c nul is. Dan bestaat het dekpunt x = 1/c
niet. Dan valt in de functie de derde macht ook weg waardoor je de parabool x  -  x 2 overhoudt.
Hierna zijn we met het programma Funiter dingen gaan 
proberen. Bijvoorbeeld bij c = 1. Dan blijkt dat het dek- 
20 punt (1,1), dat raakt de lijn y  = x, en dat ligt dan precies
op het dekpunt, met afgeleide 1, en dan is het wel een 
dekpunt, het is ook aantrekkend, maar als je het itereert, 
dan komt die eigenlijk nooit in (1,1).
D*: Hoe wist je dan dat het aantrekkend was?
25 Bart: Dat hebben we uitgeprobeerd door een punt in de buurt 
in te vullen, dan zie je dat die er steeds dichter bij komt.
D* neem hier genoegen mee.
30
Bart: Toen hadden we het vermoeden dat dat de enige c was waarvoor zo'n dekpunt te vinden was, 
dus een dekpunt waarbij de afgeleide in het dekpunt 1 was of -1, dat is in principe hetzelfde. 
Toen hebben we dat uitgerekend en het blijkt dan niet zo te zijn.
Frank: Toen hebben we eerst dus gewoon de functie gedifferentieerd. 
(Hij schrijft op:) f(x) = -3 cx2 +2(c + 1)x
5
35 En daarna gekeken waar f(x) gelijk was aan 1, en dan krijg je dus dat die punten, ja hij gaat er
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wel naar toe, hij is dus niet aantrekkend, hij is ook niet afstotend.
35 Toen hebben we berekend wat x  moet zij n.
(Hij schrijft op:) 1 = -3 cx2 + 2(c + 1)x
3cx2 - 2(c + 1)x + 1 = 0
En dan kun je gewoon met de wortelformule uitrekenen wat x  moet zijn:
40 x  = 2(c + 1) ± V4(c + 1)2 -  12c
6c
Als je dus voor elke c, het maakt niet uit wat je voor c invult, het getal wat er dan voor x  
uitkomt, daar is de afgeleide 1. Maar dat wil dus nog niet zeggen dat het een dekpunt is. Nou 
we wisten dat x  = 0, x  = 1/c en x  = 1 dat dat dekpunten zijn, dus toen hebben we gewoon 
ingevuld dat x  gelijk was aan 1.
45 Ard: x  = 0 hebben we daarbij achterwege gelaten, want daar de afgeleide, als je daar voor x  nul 
invult, dan komt er altijd nul uit. Dus in het dekpunt (0,0) is de afgeleide altijd 0, dus die 
hebben we hierbij niet uitgerekend. Alleen ingevuld x  = 1 en x  = 1/c.
(Ard schrijft op het bord:)
j = 2(c + 1) ± ^4(c + 1)2 -  12c 
6c
6c -  2c -  2 = ± ^4(c + 1)2 -  12c 
4c -  2 = ± \/4(c + 1)2 -  12c 
(4c -  2)2 = 4(c + 1)2 -  12c 
16c2 -  16c + 4 = 4 c2 + 8c + 4 -  12c 
12c 2 -  12c = 0 
c = 0 o f c = 1
50 Ard: Deze twee komen eruit, c= 0 of c = 1, maar je hebt hier halverwege gekwadrateerd, dus dan 
controleer je even door in te vullen en dan blijkt dat c = 0 niet voldoet.
Frank: Dat kun je ook zien dat als je voor c nul invult, dan deel je door 0 en bovendien als je voor c 
nul invult dan hebben we daar al gezien dat dat niet ging.
Bart: Dan komt er gewoon de parabool x2 uit.
55 Frank: Toen hebben we gekeken als 1/c gelijk was aan dat. Dat kunnen we wel allemaal opschrijven, 
toen kwam er ook uit dat c = 1. Dat is hetzelfde dekpunt.
En dan hebben we nog voor (de afgeleide =) -1 gekeken. Daar had je ongeveer dezelfde situa­
tie, alleen dan had je, de grafiek met de lijn y  = x  maakt dan een soort kruisbeweging.
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Bart: En dan is de afgeleide in het dekpunt is dan -1, waardoor je in principe hetzelfde krijgt als 
60 wanneer de afgeleide 1 is, in het dekpunt, dan gaat die ook naar dat dekpunt toe maar dan
komt die er eigenlijk niet.
Frank: Dit was f:
(Schrijft op:) f'(x) = -3c*2 + 2(c + 1)2 
Nou als je nou eens kijkt waar die -1 is,
65 (Schrijft °p:) ■ , 2  0, n 2-1  = -3 c x 2 + 2(c + 1)2
3 c x 2 -  2(c + 1)x -  1 = 0
= 2(c + 1) ± ^4(c + 1)2 + 12c 
6c
Voor elke c geldt dat de afgeleide -1 is. Als je iets voor c invult komt er een bepaalde x  uit. 
Dan hebben we weer gekeken als x  = 1, want anders heb je geen dekpunt. Dan
(Schrijft op:) ----------------------
1 = 2(c + 1) ± y4(c + 1)2 + 12c
6c
6c = 2c + 2± ^4(c + 1)2 + 12c
4c -  2 = ± ^4(c + 1)2 + 12c
16c2 -  16c + 4 = 4 c2 + 8c + 4 + 12c
12c^ -  36c = 0
c = 0 o f c = 3
Dus hier komt uit c = 0 of c = 3, maar c = 0 dat hebben 
70 we al eerder gezien dat dat niet ging, dus die kunnen we
wegstrepen, maar c = 3 dat is iets nieuws, dat hebben 
we nog niet gezien, dus dan hebben we hier dus laten 
zien dat als je voor c 3 invult, dan is (1,1) een dekpunt 
dat niet aantrekkend is en ook niet afstotend.
75 Bart: Dan is de afgeleide in het dekpunt -1.
Frank: Ja.
Bart: Dus dan is die wel aantrekkend maar dan komt die dus
nooit in het punt, dan komt hij nooit in (1,1) als je itereert.
Frank: Ja. Nou dan hebben we gekeken als x  gelijk was aan 1/c.
Figuur 10: c = 3
80 (Schrijft op:) _______________
1  = 2(c + 1) ± y/4(c + 1)2 + 12c
c 6c
6 = 2c + 2± ^4(c + 1)2 + 12c
4 -  2c = ± J4(c + 1)2 + 12c 
16 -  16c + 4 c 2 = 4 c2 + 8c + 4 + 12c 
12- 36c = 0
1c = —
3
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En dan krijgen we eruit dat als je voor x 1/c invult, dat x 
dan gelijk is aan 3. x  is 3 is dan een dekpunt dat wel 
aantrekkend is maar waar hij wel naar toegaat, waar de 
baan omheen cirkelt.
85 Hij tekent nu op het bord een kruis, dat de lijn y  = x  en
de grafiek van f  in de buurt van het dekpunt voorstelt en 
schetst de baan van een punt die bij iteratie om het dek­
punt heen cirkelt.
Wiebe: (onverstaanbaar) omdat die lijn er omheen draait. Figuur 11: c = 1/3
90 Bart: Precies in het dekpunt is de afgeleide -1, dus in dat hele kleine stukje vlak bij dat dekpunt is de 
afgeleide -1, dus daar komt die niet, daar blijft die dan net omheen cirkelen, maar hoe dat pre­
cies zit dat hebben we niet verder bekeken.
D**: Je weet ook niet hoe ver die dan komt?
Bart: Nee.
95 Wiebe: Hij komt er gewoon heel dicht bij, het komt op 0 uit; op den duur komt hij er wel in, denk ik, 
maar
Bart: Wij hebben 1000 iteraties per keer gedaan.
Frank: Wij verwachten dat hij er niet in gaat komen, maar we kunnen het niet bewijzen.
Ard: Wij denken dat het de limiet is van de iteratiebaan.
100 D**: Dat hij wèl of niet limiet is?
Ard: Dat hij limiet is; hij komt nooit precies erin, maar hij nadert er wel naar toe.
D: Zijn er nog vragen uit het gehoor aan de sprekers?
Marre vraagt een toelichting op de laatste berekening. Frank legt uit wat hij gedaan heeft en dat is
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afdoende.
105 D*: Ik hoorde op een gegeven moment iemand zeggen, ik weet niet hoe gemeend dat was: " de 
afgeleide is 1 (of -1, dat weet ik niet meer), en hij is niet aantrekkend en niet afstotend"
Bart: Dat was niet gemeend.
Frank: Hij gaat wel naar dat punt toe, hij is eigenlijk wel aantrekkend, maar hij komt niet in het punt 
zelf.
110 D*: Ja, dat is altijd zo. Nee, ik was even bang dat je die conclusie trok uit het feit dat de afgeleide
1 is, want daaruit kun je dus eigenlijk geen enkele conclusie trekken, tenminste niet over 
aantrekkend of afstotend zijn.
De docent sluit af en geeft het woord aan een volgend groepje.
Bespreking van de tussenpresentatie.
Regel 1-7 Ze hebben eerst geëxperimenteerd met Funiter. Daarbij hebben ze ontdekt dat de 
grafieken van alle functies uit de familie door (0,0) en (1,1) gaan. Dat leidt tot hun 
openingszet, het eerste vermoeden.
Regel 8-15 Frank bewijst dat vermoeden, nadat hij er nog iets aan heeft toegevoegd. De ontbin­
ding in factoren die hij daarbij uitvoert, is niet makkelijk, maar Frank draait er zijn 
hand niet voor om.
Regel 1-15 Dit groepje voegt zich niet naar mijn voorstel in het verslag expliciet het vermoeden 
op het lagere niveau, de relevante voorkennis en het vermoeden op het hogere niveau 
te vermelden voordat je aan het bewijzen slaat. (Dat zal ze nog lelijk opbreken!)
Regel 16-18 Bart wijst op het bijzondere geval als c = 0 . Het is niet correct om dat pas te doen 
nadat je een techniek hebt toegepast (delen door c) die in dat bijzondere geval niet 
bruikbaar is.
Regel 19-24 Na nieuwe experimenten met Funiter komen ze tot een speciaal geval: c = 1. Het lijkt 
wel dat de grafiek van dit familielid raakt aan y = x . Bart doet nu drie beweringen in 
één zin:
- voor c = 1 "raakt de functie" in (1, 1) aan y  = x;
- (1, 1) is een aantrekkend dekpunt;
- als je itereert, dan "komt die eigenlijk nooit in ( 1,1)".
Deze drie beweringen spelen in het hele onderzoek een belangrijke rol.
Regel 20-24 Bart maakt zijn bedoelingen wel duidelijk, maar de taal waarin hij zich wiskundig 
uitdrukt, is erg gebrekkig:
- het dekpunt ( 1, 1) dat de lijn y  = x  raakt;
- het dekpunt, dat precies op het dekpunt ligt;
- het dekpunt, met afgeleide 1;
- het is wel een dekpunt, maar als je het itereert, dan komt die eigenlijk nooit in
(1, 1).
Regel 22-28 Bart beweert dat het dekpunt aantrekkend is. In het antwoord op de vraag van D* licht
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hij toe dat deze bewering berust op een (één?) experiment met Funiter. Dat is wel 
merkwaardig. Wanneer je de iteratie zou beginnen met een getal x  < 1, dan zie je dat 
de baan van x  niet naar 1, maar naar 0 convergeert. Alleen van getallen uit een rechter 
omgeving van 1 convergeert de baan naar 1.
In de eindpresentatie en het verslag komen ze hierop terug. Ze komen dan tot een 
juiste conclusie.
Regel 29 D* neemt er genoegen mee. De docenten houden zich principieel op de achtergrond.
De leerlingen dragen immers zelf de verantwoordelijkheid voor het onderzoek.
Regel 30-33 Bart formuleert een nieuw vermoeden en geeft de grote lijn aan van wat er komen - 
gaat.
Regel 34-90 Nu komt Frank opnieuw aan de bak, en later ook Ard. De grote lijn van de bereke­
ningen is als volgt:
- f'(x) bepalen;
- de oplossingen berekenen (voor x, uitgedrukt in c) van f'(x) = 1;
- tenslotte voor x  de waarden 1 en 1/c invullen, om de mogelijke oplossingen 
van c te vinden.
Daarna komt de tweede ronde:
- de oplossingen berekenen (voor x  uitgedrukt in c) van f'(x) = - 1;
- tenslotte voor x  de waarden 1 en 1/c invullen, om de mogelijke oplossingen 
van c te vinden.
Deze berekeningen leiden langs vierkantsvergelijkingen waarvan de oplossingen met 
behulp van de wortelformule worden uitgedrukt in ingewikkelde formules. Deze 
oplossingen vormen de basis van moeilijke wortelvergelijkingen. Frank en Ard slaan 
zich knap door alle moeilijkheden heen, houden de grote lijn in de gaten en komen 
zonder fouten aan de eindstreep.
(Wanneer je nu kritisch opmerkt dat al deze berekeningen overbodig zijn en je het 
jezelf veel makkelijker kunt maken door de vergelijkingen fC(1) = 1, f '( 1/c) = 1, f '( 1)
= - 1 en tenslotte f'(1/c) = - 1 naar c op te lossen, dan doe je aan de prestatie van deze 
leerlingen geen recht.)
Regel 60-65 Frank en Bart merken beiden op dat als de afgeleide in het dekpunt gelijk is aan 1 of -
1, er zich een bijzondere situatie voordoet: de baan van een punt uit de omgeving van 
het dekpunt gaat er wel naar toe, maar komt er eigenlijk niet. Ze kampen met twee 
problemen, die ze door elkaar halen:
- als de afgeleide in een dekpunt 1 o f -1 is, dan weet je op basis daarvan nog 
niet of dat dekpunt aantrekkend of afstotend is;
- ze werken met een verkeerd begrip 'aantrekkend dekpunt', namelijk een begrip 
dat niet losgemaakt is van de computerrepresentatie door Funiter.
Het laatste probleem kun je ook als volgt beschrijven:
Wanneer Frank en Bart beweren dat de baan nooit in het dekpunt komt, bedoelen ze 
dat er geen eindige beginrij van die baan is waarvan dat dekpunt een term is. Ze 
hebben niet scherp voor ogen dat de definitie van het begrip 'aantrekkend dekpunt' te 
maken heeft met oneindige rijen.
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Regel 91-119 In deze regels komt nogmaals de vraag aan de orde o f deze bijzondere dekpunten wel 
o f niet aantrekkend zijn. In het vervolg van dit onderzoek zullen Bart, Ard en Frank 
zich daar verder in verdiepen.
8.4.3 De eindpresentatie van Bart, Ard en Frank
De rolverdeling blijft bij de eindpresentatie hetzelfde als bij de tussenpresentatie: Bart verzorgt de 
grote lijn, Frank en Ard nemen de rekenpartijen op zich. Ook deze presentatie verloopt soepel, zonder 
haperen en zelfverzekerd.
3E96
Bart geeft een samenvatting van de resultaten die al in de tussenpresentatie aan de orde zijn geweest. In 
het vervolg gaan ze voor de functies f  en f  onderzoeken of het dekpunt 1 aantrekkend is. Frank neemt 
over:
Frank: Ja, toen zijn we verder gaan onderzoeken bij c = 1 en
5 dan voor het dekpunt (1,1). Dan krijg je dus voor de
functie
fx) = - x3 + 2X2.
En dan wilden we gaan bewijzen dat die wel aantrek­
kend was. Nou, we wisten dus dat 1 het dekpunt was,
10 dus toen hebben we voor x  genomen 1 + u en dan komt
eruit
fx) = -(1 + u)3 +2(1 + u)2
Wiebe: Waarom 1 + u?
Frank: Nou, 1 is het dekpunt.
15 Wiebe: O, zo, nee, ja.
Frank: En dan moet ik er wel bij zeggen: u is een klein, ja een heel klein getal. Als je dat dan uit­
werkt, dan komt eruit
u - u2 - u3 + 1.
Nou hebben we gekeken naar wat de afstand was van één keer itereren tot het dekpunt 1. Nou 
20 die is dan gelijk aan
I u - u2 - u3],
want dit geheel kan ook negatief zijn en dan moet je er dus de absolute waarde van nemen. 
Toen hebben we gewoon even berekend wanneer
u - u2 - u3 < 0.
25 Dat kun je gewoon oplossen met een ongelijkheid, en daar kwam dus uit dat
als -A - A\/5 < u < 0, dan u - u2 - u3 < 0, 
en als 0 < u < -A + Av'5 dan u - u2 - u3 > 0 .
146 Onderzoekend Wiskunde Leren
30
35
40
Wiebe: 
Frank: 
Wiebe: 
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Frank:
50
55
60
Nou hebben we dus bekeken: Stel dat u is een klein positief getal, en met klein positief getal 
bedoelen we dus tussen 0 en -A + A\/5. Dan geldt dus dat dit (wijst naar u - u2 - u3 ) de 
afstand is, want dit geheel is groter dan nul, dus dan weet je zeker dat er geen absolute waarde 
tussen (hij bedoelt: omheen) moeten. Nou, die afstand, wanneer het dekpunt aantrekkend zou 
zijn, dan zou die geïtereerde afstand, die je dan dus krijgt, na één keer itereren, dan kleiner 
moeten zijn dan de vorige afstand.
(Hij schrijft op:) u - u2 - u3 < u.
Nou, en als je dan dit even doorrekent, dan krijg je
-u2 - u3 < 0.
Dan moet dit kleiner zijn dan 0, en in principe hoef je hier niet verder aan door te rekenen, 
want je kunt wel zien dat voor een klein positief getal u, dan is u2 altijd groter dan u3, dus dan 
is dit altijd < 0 voor elke kleine positieve u. Dus dan is bewezen dat het dekpunt (1,1) aantrek­
kend is voor elke kleine u, voor positieve u, en toen zijn we verder gegaan met de
Positieve u?
Gewoon een klein getal.
Geen grenswaarden er omheen?
Nee
Jij maakte er gebruik van dat u3 kleiner is dan u2 als u klein is, maar wat daar staat is toch 
gewoon negatief.
Ja, klopt, omdat u positief is, ja, het slaat nergens op ja.
Hier (wijst op: -A - A 5 u 0) was die kleiner dan 0, dus dan krijg je dat, de afstand was 
gelijk aan de absolute waarde, je weet dat het negatief is, dan moet je dus de waarde tussen die 
absolute waarde strepen maal -1 doen, en dat is
-u + u2 + u3 < u,
u is nou een klein negatief getal, (hij zit even vast) o ja, nee, kijk, u kan natuurlijk ook negatief 
zijn dus deze (wijst op u) moet ook tussen absolute waarde strepen, zou je dus moeten doen, 
maar je weet al dat u een negatief getal is, dus dan krijg je gewoon een min daarvoor, (hij 
verbetert de vorige regel tot
-u + u2 + u3 < - u), 
en dan komt er dus dit uit:
u2 + u3 < 0,
en dit getal (wijst naar u2 + u3 ) kan voor een kleine negatieve u nooit kleiner zijn dan 0, want 
dit (wijst op u2) is altijd positief en qua absolute waarde is die groter dan die (wijst op u3). Dus 
dan kan die (u2 + u3 ) nooit kleiner zijn dan 0, dus voor geen enkele negatieve u is dat dekpunt 
aantrekkend.
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Dat was c = 1. Dan hadden we bij c = 3 gezien dat in 
het dekpunt (1,1) dat de afgeleide -1 was en dan kon je 
ook verwachten dat die er naar toe zou gaan, naar dat 
dekpunt, er omheen zou cirkelen. En dan wilden we 
bewijzen dat hij dus ook in dat ene punt terecht komt.
Dit is de functie:
fx) = -Sx3 + 4 x2.
We nemen nu weer hetzelfde, we nemen 
x = 1 + u.
Die vullen we in in die functie:
fx) = -3(1 + u)3 + 4 (1 + u)2 
= -3u3 - 5 u2 - u + 1.
Als je dit tussen absolute waarde strepen zet, dan krijg je dat dit de afstand is tot bij punt (1,1): 
| -3u3 - 5 u2 - u\.
Als je dit gelijk stelt aan 0, dan krijg je:
-3u3 - 5 u2 - u = 0 
u(-3u2 - 5u -1) = 0 
u = 0 of u = 5/6 + 1/6 v'13 
of u = 5/6 - 1/6 v'13 .
Dat hebben we in een tekenoverzicht gezet:
+ +
----------1------------1----------------------------------------------------1-----------------------------
0 5/6-1/6 VTï  5/6+1/6^13
Dit was de afstand tot het punt 1. Als hij steeds dichterbij zou komen dan zou de volgende 
waarde van u dus kleiner moeten zijn dan de vorige u. Dat hebben we zo opgeschreven:
-3u3 - 5 u2 - u < u 
-3u3 - 5 u2 - 2 u < 0 
-u (3u2 + 5u + 2) < 0.
Dit geldt dus voor iedere positieve u, want wat tussen haakjes staat, daar komt een positief 
getal uit, vermenigvuldigd met een negatief getal, dus dat is altijd kleiner dan 0. Als u kleiner 
is dan 0, dus een negatief getal is, dan is er weer iets dergelijks
3u3 + 5u2 + u < u 
3u3 + 5 u2 < 0 
u2(3u + 5) < 0.
Dit geldt ook voor iedere u, want tussen haakjes staat iets dat negatief is, en dat wordt verme­
nigvuldigd met iets dat positief is en dat is dus kleiner dan 0 en daarmee hebben we bewezen 
dat in tegenstelling tot c = 1 dat als c = 3 en de afgeleide - 1 is dat die dan nog altijd aantrek­
kend is.
F iguur 13: c = 3
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Regel 8-9
Regel 10 
Regel 28-40
Regel 42-45 
Regel 46-48
100 D*:
(. . .)
Jullie hebben uitgelegd dat als je rechts van dat dekpunt zat, dan werd de afstand kleiner, maar 
hij bleef aan de rechterkant. Toen zeiden jullie, wat jullie de vorige keer ook al zeiden: "maar 
hij komt er nooit bovenop, op het dekpunt." Maar houdt die nou een eindje daarvoor al op?
Hij komt er heel dicht bij.
Ja, want de u is steeds kleiner dan de u daarvoor, dus de afstand wordt steeds kleiner.
Ja, zegt dat genoeg?
Als je oneindig veel iteraties uitvoert wordt de afstand tot het punt dat je dan krijgt en het 
dekpunt (1,1) één gedeeld door oneindig.
Ja, dat heb je niet laten zien hè. Het heeft er misschien iets mee te maken dat je gekeken hebt 
naar het verschil, namelijk hoeveel de afstand kleiner wordt, maar niet naar met welke factor 
de afstand vermenigvuldigd wordt. Misschien dat dat helpt. Je had daar iets van u - u2- u3 of 
zo, als je daar u buiten de haakjes haalt, dan hou je een factor over waarmee u vermenigvul­
digd wordt, misschien kun je daar iets mee doen. Maar als die steeds kleiner wordt, dan hoeft 
die natuurlijk niet willekeurig dichterbij te komen. Daar heb je weer het verhaal van 3/4, 5/8, 
9/16, die komen steeds dichter bij 0, maar de limiet is 1/2. Maar als er een andere limiet zou 
zijn, dan was dat een dekpunt. De limiet moet een dekpunt zijn, dus je kan niet anders dan daar 
naartoe gaan, naar die 1.
van de eindpresentatie.
De oude kwaal: het vermoeden wordt op het lage niveau geformuleerd, steunend op de 
computerplaatjes van Funiter. Bij de relevante voorkennis zou zeker vermeld dienen te 
worden wat de definitie is van 'aantrekkend dekpunt'. Dat zou waarschijnlijk wel de 
aanleiding zijn geweest om het vermoeden anders te formuleren (op een hoger niveau, 
afgestemd op een bewijsschema.)
Het idee om in plaats van x  als functie-invoer 1 + u te kiezen, stamt uit les 5 van de 
cursus.
Frank neemt een positieve waarde voor u en wil bewijzen dat in dat geval de afstan- 
denrij u, u1, u2, u3, . . . daalt. Hij laat zien dat, als u klein is (0 < u < - /  + / / 5 ) ,  u1 
dichter bij 0 ligt dan u. Dat 0 <u1<u bewijst hij niet, althans niet met zoveel woorden. 
Frank trekt niettemin de conclusie dat de rij u, u1, u2, u3, . . . daalt en een limiet heeft, 
zelfs dat die limiet gelijk is aan 0. Die conclusie is echter niet correct, zoals D* in de 
regels 113-116 aangeeft.
Wiebe geeft aan dat hij eigenlijk een preciezere afbakening van de variabele u nodig 
vindt. Frank reageert afwijzend. In de regel 76 komt die afbakening echter toch.
D* wijst erop dat Frank onnodig moeilijk doet. Frank heeft dat meteen door.
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Regel 49-63 De redenering leidt uiteindelijk tot de conclusie: ". . . voor geen enkele negatieve u  is 
dat dekpunt aantrekkend." Echter de zin 'een dekpunt is aantrekkend voor u' heeft tot 
nu toe geen betekenis gekregen (is niet gedefinieerd). Daarmee hebben deze regels 
wiskundig geen betekenis. De hele redenering speelt zich af op het lagere niveau, 
binnen de wereld van de Funiter - representatie.
Regel 65-84 Ard begint goed. De formule voor u klopt, evenals het tekenschema.
Regel 84-98 De conlusie is in overeenstemming met de computerexperimenten. Het getal 1 is
inderdaad een aantrekkend dekpunt van f3. De vergelijkingen deugen echter niet. Dat 
is te begrijpen als je naar het tekenschema kijkt: Links van 0 is S u 3 - 5 u2 - u positief, 
in een rechter omgeving van 0 juist negatief. De baan van een getal uit de buurt van 1 
springt om 1 heen, zoals Ard zelf heeft opgemerkt in de regels 65 - 66. (Ook Frank 
heeft dit opgemerkt, in 3T96, 91 - 94) Niemand van de aanwezige leerlingen en 
docenten heeft de tegenwoordigheid van geest om deze fout aan de kaak te stellen.
Regel 94-96 De conclusie "Dit geldt ook voor iedere u", is fout. In hun verslag wordt díe fout 
verbeterd.
Regel 100-117 Hier komt het 'grensconflict' duidelijk tot uiting: D* praat vanuit de wiskunde, Ard en 
Bart vanuit de computerrepresentatie.
Het eindverslag van het onderzoek bevat geen wezenlijke verbeteringen o f aanvullingen op hetgeen ze 
in de twee presentaties naar voren hebben gebracht. Ik bespreek het daarom niet.
8.4.4 Terugblik op de derde onderzoeksronde
1. Leefwereld, wiskunde en representaties.
Het computerprogramma Funiter fungeert als experimenteeromgeving. Uit die experimenten ontstaan 
vermoedens, die vervolgens worden bewezen o f weerlegd (3T96, 1 - 15, 19 - 90, 91 - 99 en 3E96, 4 -
63, 65 - 95).
De moeilijkheden waarmee Bart, Ard en Frank te kampen hebben wanneer ze vermoedens willen 
bewijzen waarin het begrip 'aantrekkend dekpunt' een rol speelt, illustreren goed hoe de steun, die een 
representatie betekent bij de eerste intuïtieve begripsvorming, later kan omslaan in een blokkade voor 
de vorming van het daaruit voortkomende wiskundige begrip (3T96, 19 - 28, 63 - 65, 73 - 84, 87 - 99, 
100 - 103, 115 en 3E96, 14 - 40, 49 - 63, 65 - 68, 100 - 108).
Wanneer Ard de computerrepresentatie van f^-iteratiebanen van punten uit de omgeving van 1 beter 
had bestudeerd, zou hij waarschijnlijk zelf hebben gezien dat de weg waarlangs hij wilde bewijzen dat
1 een aantrekkend dekpunt is, onmogelijk tot resultaat kan leiden (3E96, 65 - 98).
2. De zin en betekenis van bewijzen.
Bij het eerste vermoeden - dat 0 en 1 voor alle leden van de familie, en 1/c voor bijna alle leden van de
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familie (alleen f0 niet) dekpunt zijn - dient het bewijs ter verificatie van het vermoeden.
Bij het tweede vermoeden - dat f  de enige functie uit de familie is waarvan de grafiek aan y  = x  raakt - 
formuleert Bart de betekenis die het bewijs heeft gehad (3T96, 30 - 33): verificatie.
Ook bij het derde vermoeden - dat 1 een aantrekkend dekpunt is voor achtereenvolgens f  en f  - dient 
het bewijs, ook al is het logisch niet in de haak, ter verificatie.
Er komen geen bewijzen voor die verheldering beogen o f die de systematisering van de wiskunde 
dienen.
Doordat de leerlingen zelf de vragen opperen, heeft de verificatie door middel van een bewijs voor hen 
zin: zij neemt twijfel weg.
3. Bewijzen en lokale ordening.
Bart, Ard en Frank lopen telkens te hard van stapel, wanneer ze een bewijs willen geven (3T96, 8 - 11, 
30 - 47 en 3E96, 4 - 19, 65 - 86). Het zou beter zijn, wanneer ze
- eerst de relevante voorkennis op een rijtje zouden zetten;
- zouden nadenken over een herformulering van het eerste, representatiegebonden vermoeden in 
operationele, wiskundige termen.
Met andere woorden: door zich te voegen naar de voorgestelde verslagvorm zal hun bewijsaanpak 
wellicht verbeteren.
Ze hebben oog voor het bijzondere geval c = 0. Het moment waarop ze daaraan aandacht besteden, is 
echter telkens verkeerd: nadat ze een rekenbewerking hebben gedaan die voor het geval c = 0 beteke­
nisloos is.
In het bewijs dat de ^-iteratiebaan van een punt x  uit een rechteromgeving van 1 een monotoon 
dalende rij is (3E96, 9 - 40), laat Frank een belangrijk argument onbesproken, namelijk dat 1 een 
ondergrens van de rij is. Impliciet, waarschijnlijk op basis van experimenten met de computer, veron­
derstelt hij dat wel. In datzelfde bewijs trekt Frank uit het feit dat 1 een ondergrens is van de monotoon 
dalende iteratiebaan, de conclusie dat 1 de limiet is van die iteratiebaan.
4. Vorming van vaktaal.
De zin die Bart uitspreekt - "Dan blijkt dat het dekpunt (1,1), dat raakt de lijn y  = x, en dat ligt precies 
op het dekpunt, met afgeleide 1, en dan is het wel een dekpunt, het is ook aantrekkend, maar als je het 
itereert, dan komt die eigenlijk nooit in (1,1)." (3T96,20 - 24) - is een aaneenschakeling van half 
verwoorde, gebrekkig geformuleerde gedachten. Het lijkt de moeite waard in het onderwijs meer 
aandacht te besteden aan de actieve beheersing van de wiskundetaal.
5. Bewijzen binnen onderzoek.
De leerlingen komen zelf tot vermoedens, door te experimenteren met Funiter (3T96, 5 - 9, 16 - 33). 
Eigen vermoedens vragen, dwingender dan vermoedens die door anderen zijn voorgelegd, om verifica­
tie (3T96, 34 - 90).
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Het is jammer dat Frank en Ard zich na de rekenpartij om de functies met de bijzondere dekpunten te 
vinden waarin de afgeleide 1 of -1 is, zich niet hebben afgevraagd o f het niet eenvoudiger kon (3T96, 
34 - 90). Wellicht dat ze dan de volgorde van de stappen hadden verwisseld, zoals ik in de nabespre­
king heb aangegeven.
8.5 Samenvatting van de analyses
1. Leefwereld, wiskunde en representaties.
Representaties zijn in leerlingonderzoek een belangrijke bron voor vermoedens. Dit geldt voor alle drie 
de onderzoeksrondes (1B96; 3T96, 1 - 15, 19 - 90, 91,99; 3E96, 4 - 63, 65 - 96).
In de tweede ronde stuitten de leerlingen op beperkingen van een computerrepresentatie als gevolg van 
afrondingsfouten. Dit werd geformuleerd in het eerste vermoeden (2B96). Het nomogram was een 
voorbeeld van de kracht van een representatie (2T96, 41 - 50).
In de derde ronde bleek hoe de ondersteunende rol van representaties bij intuïtieve begripsvorming kan 
omslaan in een blokkade voor wiskundige begripsvorming (3T96, 19 - 28, 63 - 65, 73 - 84, 87 - 99,
100 - 103, 115 en 3E96, 14 - 40, 49 - 63, 65 - 68, 100 - 108).
2. De zin en betekenis van bewijzen.
Leerlingen ervaren de zin en betekenis van een bewijs sterker naarmate de vraag waarop het bewijs een 
antwoord geeft, sterker leeft. Vermoedens die leerlingen, bijvoorbeeld in het kader van een eigen 
onderzoekje, zelf naar voren brengen, vormen een goede basis voor zinvol bewijzen.
Dit komt sterk naar voren in de tweede onderzoeksronde (2S96,38 - 42, 43 - 45, 50 - 59, 64 - 82).
Bij alle vermoedens betekent het bewijs o f de weerlegging ervan een verificatie (1S96, 43 - 46, 52 -
64, 75 - 80; 1V96,c, 6 - 14; 2S96,38 - 42, 43 - 45, 50 - 59, 64 - 82; 3T96, 30 - 33)
3. Bewijzen en lokale ordening.
Door de voorgestelde vormgeving van een verslag krijgt aansluiten bij geaccepteerde wiskunde een 
structurele plaats. Leerlingen kunnen er goed mee overweg (1V96,a,b,c; 2V96, 3 - 9). Ook op andere 
momenten geven leerlingen er blijk van te beseffen dat aansluiten bij voorkennis een vereiste is (2S96, 
14 - 17).
Leerlingen die het vormvoorstel negeren, gaan niet uit van geaccepteerde wiskunde (3T96, 8 - 11, 30 - 
47; 3E96,4 - 19, 65 - 86).
Wanneer de logische structuur van een bewijs ingewikkelder wordt, laten leerlingen nog wel eens een 
steekje vallen (1S96, 1 - 14; 3E96, 9 - 40).
Sommige leerlingen maken goede opmerkingen over de logische structuur van een bewijs (2S96, 64 - 
65; 103)
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4. Vorming van vaktaal.
De leerlingen drukken zich slecht uit in de wiskundetaal (2T96, 5 - 6, 7, 9 - 10, 14; 2S96, 16; 2V96, 2, 
7, 11; 3T96, 20 - 24).
De leerlingen hebben de procedure waarmee je bewijst dat twee verzamelingen aan elkaar gelijk zijn, 
goed begrepen (1V96,a, 17 - 35; 1V96,b, 5 - 10; 2V96, 13 - 15).
5. Bewijzen binnen onderzoek.
De leerlingen komen op voldoende vermoedens van waaruit het onderzoek kan worden gestart (1B96; 
2B96; 3T96).
Door onderscheid te maken tussen het 'lagere' en het 'hogere niveau' wordt de aandacht van de leerling­
en gericht op het redeneren binnen wiskunde (1S96; 2S96; 3T96; 3E96).
Sommige leerlingen geven blijk van een goede onderzoekende houding:
- een nieuwe onderzoeksvraag bedenken (2T96, 30);
- uit een weerlegd vermoeden een krachtiger vermoeden formuleren (2T96, 45 - 50);
- het resultaat controleren (2T96, 64).
Soms blijft een terugblik jammerlijk achterwege (3T96, 34 - 90).
Onderzoeken geeft een natuurlijk kader voor wiskundig redeneren.
8.6 Antwoord op de eerste deelvraag
Ter afsluiting kom ik terug op de eerste deelvraag, geformuleerd in 4.6: Brengt het leerlingonderzoek 
de leerlingen ertoe dat ze zich bekwamen in het bewijzen? Net als bij cursus 1 het geval was, blijkt ook 
bij cursus 2 dat de leerlingen bij deze opzet van het leerlingonderzoek in aanraking komen met belang­
rijke aspecten van het bewijzen. Het vormvoorstel voor verslagen is bij de leerlingen goed aangesla­
gen. Het merendeel van de leerlingen heeft hun verslagen inderdaad in die vorm gegoten. Tijdens de 
symposia en de tussenbesprekingen hebben leerlingen een aantal malen opmerkingen gemaakt die 
betrekking hebben op het bewijzen zelf. Zie bijvoorbeeld 2S96, 64 - 65 en 2S96, 103. Ik stel vast dat 
in cursus 2, meer dan in cursus 1, sprake is geweest van reflectie op het bewijzen zelf. Evenals in 
cursus 1 demonstreren de leerlingen dat zij in staat zijn tot verdienstelijke onderzoekjes. Een aantal van 
die onderzoekjes is zonder meer van een hoog niveau, ook gezien vanuit het perspectief van wiskundig 
bewijzen. De leerlingen hebben dus zowel impliciet als expliciet aandacht gehad voor het bewijzen.
Dat wijst erop dat het antwoord op de eerste deelvraag van het onderzoek positief mag zijn: het
leerlingonderzoek in de opzet van cursus 2 brengt de leerlingen er inderdaad toe, dat zij zich bekwa­
men in het bewijzen.
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Hoofdstuk 9: Experimenteel onderzoek bij cursus 2
9.1 Inleiding
In dit hoofdstuk doe ik verslag van het experimentele onderzoek waarmee ik het antwoord op de 
tweede deelvraag van het onderzoek heb verkregen. Die vraag luidt (zie 4.6): Blijkt uit het experimen­
tele onderzoek dat de leerlingen vooruitgang geboekt hebben in het bewijzen, die is toe te schrijven aan 
de leeromgeving van de cursus 'Hogere Wiskunde'? De opzet van het experiment is hetzelfde als bij 
cursus 1: er is een experimentele groep en een controlegroep; beide doen een voortoets en een natoets; 
tenslotte meet ik de geboekte progressie. Uit praktische overwegingen gebruik ik de resultaten van de 
controlegroep C bij cursus 1 in dit experiment bij cursus 2 opnieuw.
9.2 De experimentele groep E2
De tweede experimentele groep is gevormd uit de leerlingen van 5 VWO die:
- aan een belangrijk deel van cursus 2 actief hebben meegedaan en
- de voortoets en de natoets hebben gemaakt.
Onder deze leerlingen waren er echter drie die duidelijk boven hun macht hadden gegrepen. Twee 
daarvan kwamen van 4 HAVO rechtstreeks naar 5 VWO; de derde was een zittenblijver van 5 VWO 
(met een 4 voor wiskunde). Er resteerde een groep van 15 leerlingen; deze 15 vormen samen de tweede 
experimentele groep, voortaan aangeduid als E2. Van deze leerlingen kwamen er 12 uit 4 VWO; 3 
leerlingen hadden de overstap gemaakt van 5 HAVO naar 5 VWO.
De tabel op de volgende bladzijde is gebaseerd op de overgangsrapporten van 4 VWO naar 5 VWO of 
op de HAVO-eindexamencijfers en op de overgangsrapporten van 5 VWO naar 6 VWO. Deze tabel 
dient om een indruk te geven van het schoolniveau van de leerlingen van E2.
In figuur 1, ook op de volgende bladzijde, geef ik een overzicht van de gemiddelden van de rapportcij­
fers van de groepen C en E2  aan het eind van de vierde en aan het eind van de vijfde klas. In deze 
figuur is goed te zien dat E2  in alle categorieën lager scoort dan C . Voor een statistisch onderzoek is 
een dergelijk verschil minder gewenst. Wanneer je echter, in het kader van het UNILO-onderzoek, 
kiest voor kleinschalig veldexperimenteel onderzoek, zul je dergelijke verschillen voor lief moeten 
nemen. Uiteindelijk ben je als onderzoeker afhankelijk van de leerlingen die zich voor de cursus 
aanmelden.
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E2 Overgangsrapportennaar 5V naar 6V
leerling-
nummer Wi
gem.
Wi,N,S,B
gem.
totaal Wb
gem. Wa, 
Wb,N,S,B
gem.
totaal
11J 8 7,10 7,00 7 7,00 6,78
21) 9 8,50 7,50 7 7,00 6,88
3 6 7,00 6,73 5 6,20 6,60
4 8 7,50 7,00 7 7,00 6,75
5 10 9,00 8,50 9 8,80 8,25
61J 7 7,67 7,67 6 7,00 7,05
7 8 7,75 7,27 6 6,20 6,38
8 8 8,33 7,40 7 7,00 7,22
9 8 8,00 8,00 7 7,00 7,00
10 5 6,00 7,46 6 6,50 7,11
11 8 7,25 7,10 6 6,50 6,82
12 9 8,33 7,58 7 7,30 7,10
13 9 8,50 7,58 9 8,80 8,20
14 9 9,00 8,17 8 8,25 7,78
15 9 9,00 7,83 9 8,50 7,80
Gemiddelde: 7
©,00 3
O,7, 7,52 7
©,7, 7,27 7,18
1 Deze leerlingen komen van 5 HAVO.
In het onderstaande plaatje zijn deze gemiddelden weergegeven.
7 - ­
6
5 -  -
4
3 -  -
2
per groep
v\
w i b t w i  b t wb b t wb b t
C EZ 
Overgangsrapport
n aar  5 VWO
C E2 
Overgangsrapport 
naar 6 VWO
wi: rapportcijfer voor wiskunde 
wb: rapportcijfer voor wiskunde b
b: het gemiddelde van de rapportcijfers voor wi, M, S, B resp. wa, wb, N, S, B 
t: het gemiddelde van alle rapportcijfers
Figuur 1
In de zes hiernavolgende tabellen onderzoek ik met behulp van de 7-toets in hoeverre de verschillen 
tussen C en E2  significant zijn.
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Gemiddelden voor wiskunde 4/5
Toetshypothesen: H0 Uo = HV- ^0 * W
C E2
<N<NII n2 = 15
xt = 8,4773 x2 = 8,0667
s1 = 0,6264 s2 = 1,2799
Y = 18
T  = 1,15
0,20 < tweezijdige overschrijdingskans <0,50
Geen significant verschil.
Gemiddelden B-vakken 4/5
Toetshypothesen: H0 ^0 = w; H1: ^0 * w
C E2
22IIn1 n2 = 15
xj = 8,3218 x2 = 7,9287
s1 = 0,5624 s2 = 0,8634
Y = 22 
T  = 1,55
0,10 < tweezijdige overschrijdingskans <0,20
Geen significant verschil.
Rapportgemiddelden 4/5
Toetshypothesen: H0 ^0 = w; H1: ^0 * w
C E2
22IIn1 n2 = 15
xt = 7,9518 x2 = 7,5193
s1 = 0,5485 s2 = 0,4752
Y = 32 
T  = 2,55
0,01 < tweezijdige overschrijdingskans <0,02
Een significant verschil.
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Gemiddelden voor wiskunde b 5/6
Toetshypothesen: H0 Uo = HV- ^0 * W
C E2
n1 = 22 n2 = 15
0
 
o,ii
1 ^ x2 = 7,0667
s1 = 1,1408 s2 = 2,6583
Y = 17
T  = 0,88
0,2 < tweezijdige overschrijdingskans <0,5
Geen significant verschil.
Gemiddelden B-vakken 5/6
Toetshypothesen: H0 ^0 = w; H1: ^0 * w
C E2
n1 = 22 n2 = 15
6
00,77,II
1 ^ x2 = 7,2700
s1 = 0,9175 s2 = 0,8892
Y = 30 
T  = 1,72
0,05 < tweezijdige overschrijdingskans <0,1
Geen significant verschil.
Rapportgemiddelden 5/6
Toetshypothesen: H0 ^0 = w; H1: ^0 * w
C E2
22IIn1 n2 = 15
Xj = 7,7068 x2 = 7,1833
s1 = 0,5485 s2 = 0,5690
Y = 32 
T  = 2,21
0,01 < tweezijdige overschrijdingskans <0,02
Een significant verschil.
De tweede experimentele groep wijkt in de cijfers voor Wi/Wb en ook in de gemiddelden over de
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exacte vakken niet significant a f van de controlegroep. Over de hele breedte bestaat er echter zowel bij 
de overgang naar 5 VWO als bij de overgang van 5 naar 6 VWO wel een significant verschil tussen C 
en E2. De vraag is of dat verschil ten voordele of ten nadele van de toetsresultaten van E2  moet worden 
geïnterpreteerd. Mijn interpretatie is als volgt: Ik beschouw E2  als een groep leerlingen die zeker niet 
sterker is dan C. Wanneer E2  in de toetsresultaten toch C overtreft, versterkt dat het resultaat van 
cursus 2 .
9.3 De toetsresultaten
In de volgende tabel staan de toetsresultaten van E2 vermeld.
E2 Score Statusscore
Leerlingnr Voortoets Natoets Progressie Voortoets Natoets Progressie
1 67 78 11 79 91 12
2 74 93 19 76 103 27
3 26 75 49 94 92 -2
4 41 76 35 76 91,5 15,5
5 70 90 20 84 98 14
6 54 92 38 80 119,5 39,5
7 18 33 15 45 52 7
8 40 70 30 55 86,5 31,5
9 63 53 -10 72 69 -3
10 29 40 11 47 94,25 47,25
11 33 62 29 58 83 25
12 75 62 -13 73,75 69,25 ,54,-
13 90 86 -4 96 91 -5
14 94 120 26 103 119 16
15 69 89 20 74 111 37
Gemiddelde: 56,2 74,6 18,4 74,18 91,33 17,15
Figuur 2 op de volgende bladzijde geeft een overzicht van de toetsresultaten van alledrie de groepen 
die de toetsen hebben gemaakt. In deze figuur is te zien dat E2  zowel op de factor 'score' als op de 
factor 'statusscore' meer progressie heeft geboekt dan C . Dat is alvast bemoedigend.
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Figuur 2
9.4 Zijn de verschillen tussen E2 en C statistisch significant?
Na de vragen in hoofdstuk 6 is de volgende vraag de derde in mijn experimentele onderzoek:
V3: Is de progressie in de score bij voortoets en natoets van E2  significant groter dan die van C ? 
De tabel geeft het antwoord:
Score
Toetshypothesen H0 = U2, ^  < ^2
C E2
n1 = 22 n2 = 15
x 1 = 8,5000 X2 = 18,4000
s1 = 19,9613 S2= 17,5695
= 32
T = 1,59
Eenzijdige overschrijdingskans ~ 0,06
Dit komt in de buurt van een significant resultaat.
De laatste vraag in mijn experimentele onderzoek luidt:
V4: Is de progressie in de statusscore bij voortoets en natoets van E2  significant groter dan die van
C ?
Antwoord:
Hoofdstuk 9: Experimenteel onderzoek deel 2 161
Statusscore
Toetshypothesen: H0: ^  = [a2, H1: ^ 1 < [a2
C E2
n1 = 22
xt = 6,7182
s  = 14,8918
n2 = 15
x2 = 17,1500
s2 = 16,9868
Y = 27 
T  = 1,93
Eenzijdige overschrijdingskans ~ 0,03
Een significant resultaat.
9.5 Antwoord op de tweede deelvraag
Uit het experimentele onderzoek bij cursus 2 blijkt dat E2  op de factor statusscore significant meer 
progressie heeft geboekt dan C. Het resultaat op de factor 'score' is weliswaar niet significant, maar 
wijst toch ook op een verbetering en benadert het 5% significantieniveau. Dat rechtvaardigt de conclu­
sie dat de leerlingen die aan cursus 2 hebben deelgenomen, vooruitgang geboekt hebben in het bewij­
zen die aan deze cursus is toe te schrijven.
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Hoofdstuk 10: Conclusies en discussie
10.1 Inleiding
In dit hoofdstuk verzamel ik de conclusies die uit mijn onderzoek voortvloeien. In navolging van Van 
Hiele onderscheid ik in de discipline didactiek der wiskunde conclusies op twee niveaus: het beschrij­
vende en het theoretische. In paragraaf 10.2 trek ik een conclusie op het theoretische niveau. De 
conclusies in paragraaf 10.3 behoren tot het beschrijvende niveau. In paragraaf 10.4 geef ik een 
terugblik vanuit het concept krachtige leeromgeving en noem ik mogelijkheden die, in mijn ogen, tot 
een verdere versterking van deze leeromgeving kunnen leiden. In paragraaf 10.5 kijk ik terug vanuit de 
karakterisering van het UNILO-onderzoek, wijs ik op de beperkingen en suggereer ik twee mogelijke 
generalisaties. In paragraaf 10.6 tenslotte wijs ik op de overeenkomsten tussen bewijzen in wiskunde 
en wetenschappelijk onderzoek.
10.2 Conclusie op het theoretische niveau
Clements & Battista kwamen op basis van hun literatuuroverzicht, dat ik in 3.8 heb beschreven, tot de 
conclusie dat een didactiek van bewijzen die uitsluitend gericht is op het produceren van een formeel 
bewijs, weinig succesvol is gebleken. O f je nu de leerlingen leert werken met de 'twee-koloms-metho- 
de', de 'stroomdiagram-methode' o f de 'bewering-argument-methode', maakt daarbij niet zoveel uit. 
Meer resultaat mag je verwachten wanneer je erin slaagt bewijzen voor leerlingen zin en betekenis te 
geven, door het in een groter kader te plaatsen. Zij zijn niet de enigen die tot een dergelijke conclusie 
komen. Bell (1976) pleit voor onderzoek in klassenverband, waarbij leerlingen verschillende vermoe­
dens uitspreken en eventuele meningsverschillen door argumenten proberen op te lossen. Alibert & 
Thomas (1991) beschrijven een voorbeeld van een dergelijk experiment met studenten aan de universi­
teit van Grenoble. Bartolini is enthousiast over een experiment met haar studenten gedaan met onder­
zoek aan oude tekenapparaten (zie 3.10). Polya heeft een krachtig pleidooi gehouden om meer aan­
dacht te besteden aan de mogelijkheden om binnen wiskunde-onderwijs zowel aandacht te besteden 
aan inductief als aan deductief denken (zie 3.10). Zelf heb ik positieve ervaringen in een 3 VWO klas, 
met ruitenmozaïeken (zie 3.10).
In de eerste cursus hebben we dan ook voor leerlingonderzoek een ruime plaats ingeruimd. We hebben 
daarvoor een werkvorm gekozen (brainstorm - symposium - verslag) die goed binnen de cursus paste 
en waarmee de leerlingen goed overweg konden. Toch vielen de toetsresultaten tegen: de experimente­
le groep E1 scoorde (bij lange na) niet significant beter dan de controlegroep (C). Zoekend naar 
mogelijke oorzaken hiervan kwamen we tot de volgende veronderstelling:
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In het eigen onderzoek hebben de leerlingen vermoedens geopperd en deze vervolgens bewezen of 
weerlegd, in overleg en debat met medeleerlingen. Daarmee hebben de leerlingen impliciet ervaring 
opgedaan in wiskundig redeneren. Deze impliciete ervaring is waarschijnlijk niet expliciet geworden, 
omdat er te weinig reflectie en constructieve interactie op metaniveau, over de kwaliteit van de bewij­
zen zelf, heeft plaatsgevonden.
In de tweede cursus hebben we ervoor gezorgd dat het leerlingonderzoek beter aansloot bij de lesstof. 
Ook is tijdens sommige lessen aandacht besteed aan bewijsschema's. In de onderzoeksrondes werden 
tussenbesprekingen ingelast om de leerlingen op weg te helpen. In deze tussenbesprekingen hielp de 
docent de leerlingen op weg door
- te demonstreren hoe je van een vaag vermoeden (vermoeden op het lagere niveau) kunt komen tot 
een wiskundig verifieerbaar vermoeden (vermoeden op het hogere niveau);
- een voorbeeld te geven van een onderzoeksverslag, waarin het lagere en het hogere niveau van 
wiskunde bedrijven beide hun weerslag vinden en waarin de lokale ordening structureel is opgeno­
men;
- de nadruk te leggen op het stellen van vervolgvragen en daarmee de onderzoekende houding van 
de leerlingen een impuls te geven.
Deze aanpassingen bleken succesvol. De experimentele groep E2  scoorde significant beter op de factor 
'statusscore', de factor die het eigen oordeel van de leerlingen over de kwaliteit van hun bewijs tot 
uitdrukking brengt. Op de factor 'score'was het resultaat bijna significant voor het 5% niveau, hetgeen 
ik ook als een verbetering interpreteer.
Ik trek de volgende conclusie:
In een cursus zoals die van de vakgroep wiskunde aan de KUN, bestemd voor leerlingen van 5 VWO 
met aanleg en interesse voor wiskunde, kun je de leerlingen leren bewijzen wanneer je
- zorgt dat bewijzen zin en betekenis krijgt voor de leerlingen doordat deze zelf onderzoekjes doen 
op de wijze waarop dat in de cursussen 1 en 2 is georganiseerd;
- de leerlingen steun, duidelijkheid en structuur biedt en daarmee de aandacht van de leerlingen richt 
op het bewijzen zelf.
10.3 Conclusies op het beschrijvende niveau
In deze paragraaf inventariseer ik de conclusies die voortvloeien uit het beschrijvend onderzoek van de 
drie onderzoeksronden in de cursussen 1 en 2, aan de hand van de vijf parameters die ik voor de 
analyse van de fragmenten heb gebruikt.
10.3.1 Leefwereld, wiskunde en representaties
Bewijzen hoort thuis in het domein der wiskunde. Het is van belang dat je de grenzen tussen wiskunde 
en de leefwereld en tussen wiskunde en representaties goed in het oog houdt. Leerlingen realiseren zich 
dat niet voldoende. In paragraaf 2.3, voorbeeld 3 heb ik 'oppervlakte' genoemd als een begrip uit de 
leefwereld dat de wiskunde wordt binnengesmokkeld zonder definitie. In 2S95 blijkt dat leerlingen 
inderdaad problemen ondervinden met het begrip 'oppervlakte'. In regel 39 van dat fragment zegt
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Kasper:
"Volgens stelling B blijft er geen oppervlakte meer over en ja, een lijn heeft toch nog altijd enige oppervlak­
te."
Daaruit blijkt dat Kasper denkt en praat vanuit het leefwereldbegrip, terwijl de stelling betrekking heeft 
op het wiskundige begrip.
Niet alleen begrippen, ook een redeneerpatroon wordt soms vanuit de leefwereld overgenomen. Dat 
blijkt in 1B95 en 1S95. In 1B95,19 vraagt de docent:
"Dus iedere rij in de driehoek van Pascal is een macht van 11, met enige aanpassing. Kun je dat bewijzen?" 
Het antwoord van Kees daarop is:
"Het klopt steeds, dus dat noem ik wel een bewijs."
In de leefwereld zijn een groot aantal voorbeelden voldoende om van de waarheid overtuigd te raken; 
zelfs een enkel tegenvoorbeeld brengt die overtuiging niet aan het wankelen. In de wiskunde zijn de 
normen voor een bewijs toch iets anders.
Onder 'representaties' versta ik voorstellingen van begrippen uit de wiskunde met middelen uit de 
leefwereld, zoals plaatjes, demonstratiemateriaal, computersimulaties. Hiermee probeert men de 
wiskunde te visualiseren, te concretiseren of te materialiseren. Men zoekt steun in de leefwereld om 
greep te krijgen op wiskundige materie. In de onderzoeksronden zijn vele voorbeelden te vinden van 
het samenspel van wiskunde en representaties. Zo blijken (computer-)plaatjes een belangrijk middel 
om vertrouwd te raken met alle onderzoeksgebieden van beide cursussen. Zij bieden inspiratie voor 
onderzoeksvragen o f vervolgvragen.
Het is noodzakelijk de beperkingen van representaties goed in het oog te houden. In 2V95,a generalise­
ren Osman, Shou en Koen de informatie uit een plaatje. Hun "verklaring", waarmee ze willen bewijzen 
dat de "uiteindelijke figuur" die ontstaat uit het eenheidsvierkant bij oneindig vaak toepassen van een 
uitgebreid Sierpinski-IFS met drie vermenigvuldigingsfactoren uit [0,^] en minstens één uit [0,%), 
"geen oppervlakte meer heeft", luidt:
"Tijdens iedere stap van dit IFS zullen enkele delen van de figuur 'verdwijnen'. Omdat elke factor hooguit % 
is, komen er geen nieuwe punten meer bij, terwijl er wel steeds meer punten verdwijnen. Hierdoor krijgt elk 
deel van de beginfiguur steeds grotere gaten, en zal er uiteindelijk geen oppervlakte meer overblijven."
Deze generalisatie uit het plaatje is incorrect, omdat het heel goed mogelijk is steeds meer punten uit 
het eenheidsvierkant te laten verdwijnen zonder dat de oppervlakte van de uiteindelijke figuur nul 
wordt.
Het nomogram dat D tekent in 2T96, om de bewering te weerleggen dat alle punten uit [2/3,1] onder 
de tentfunctie gevangen blijven, wordt wèl correct gebruikt. In eerste instantie geeft het een weerleg­
ging van een vermoeden, vervolgens genereert het een nieuw vermoeden, namelijk dat de gevangenen- 
verzameling van de tentfunctie de Cantorverzameling is.
De beperking van computerrepresentaties kwam in de tentfunctiebrainstorm (2B96) voor de leerlingen 
heel duidelijk aan het licht, toen Funiter na vier keer de cykel 0,075; 0,225; 0,675; 0,975 te hebben 
gegeven, opeens, schijnbaar zonder aanleiding, een lichte verstoring gaf die uiteindelijk leidde tot de 
ontsnapping van 0,075 naar - .
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In 3T96 en 3E96 blijkt dat een representatie ook blokkerend kan werken voor wiskundige begrips­
vorming. Door met Funiter iteratiebanen te tekenen van punten in de buurt van een dekpunt, kun je 
een idee krijgen over het antwoord op de vraag o f dat dekpunt aantrekkend is. Je ziet dat eindige 
beginstukken van zulke iteratiebanen al dan niet naar het dekpunt toegaan. De vraag o f de baan ook 
daadwerkelijk het dekpunt bereikt, is irrelevant. De leerlingen worden waarschijnlijk op het verkeerde 
been gezet door het dynamische karakter van de representatie, waarin 'oneindig' het resultaat is van 
'alsmaar doorgaan'.
Uit bovenstaande voorbeelden blijkt dat scheiding van leefwereld, wiskunde en representaties een 
belangrijk aspect is van leren bewijzen.
10.3.2 De zin en betekenis van bewijzen
In de cursussen hebben we geprobeerd bewijzen voor de leerlingen zin en betekenis te geven door hen 
zelf onderzoekjes te laten doen. Uit de geanalyseerde fragmenten uit de onderzoeksronden blijkt dat 
dat inderdaad werkt. In deze paragraaf vat ik de analyses op deze parameter samen.
Sommige leerlingen geven er blijk van dat zij wel degelijk begrijpen wat de zin en betekenis van een 
bewijs is. Ferry en Thijs (1V95,a, 17 - 19) merken in hun verslag op, nadat zij uit de negende rij van de 
driehoek van Pascal op de voorgeschreven wijze het getal hebben geconstrueerd en ze hebben vastge­
steld dat dat inderdaad de negende macht van 11 is:
"Een bewijs van het vermoeden kunnen wij niet geven. Desondanks waren de voorbeelden overtuigend
genoeg om aan te nemen dat voor iedere rij geldt:
het getal gevormd door de cijfers van die rij, in rij n = 11n."
Leerlingen ervaren de zin en betekenis van bewijzen sterker naarmate de vraag waarop het bewijs een 
antwoord geeft, sterker leeft. Vermoedens die leerlingen zelf naar voren brengen, vormen een goede 
basis voor zinvol bewijzen. Een mooi voorbeeld hiervoor is de weerlegging van het vierde en het vijfde 
vermoeden in 1S96 door te gebruiken dat 1/4 tot de Cantorverzameling behoort. Het is moeilijk de 
betrokkenheid van de leerlingen hierbij in een geschreven verslag weer te geven; de videobeelden 
zouden direct overtuigen.
In de onderzoeksronden uit beide cursusjaren heeft een bewijs o f weerlegging in alle gevallen uitslui­
tend gediend ter verificatie van het vermoeden. Het kwam niet voor dat een bewijs verheldering bood 
o f inzicht vergrootte. Een enkele keer zouden daar wel mogelijkheden voor geweest zijn, bijvoorbeeld 
in het eindverslag van Osman, Shou en Koen, waar zij de oppervlakte van een 'arm' in een vierkants- 
spiraal hebben berekend. Aan systematisering van verkregen resultaten zijn de leerlingen evenmin 
toegekomen; daarvoor waren ook geen mogelijkheden.
Zoeken naar een bewijs binnen het kader van eigen onderzoekjes stimuleert herhaling en integratie van 
voorafgaande theorie, zoals met name blijkt uit de eindverslagen van het eerste cursusjaar (5.5.2; 5.5.3; 
5.5.4; 5.5.5) en uit de geciteerde tussen- en eindpresentatie uit het tweede cursusjaar (3T96; 3E96).
Uit de symposiums in alle onderzoeksronden blijkt dat de docent kan bevorderen dat de leerlingen 
elkaar overtuigen met bewijzen o f weerleggingen, door zich te beperken tot een voorzittersrol.
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10.3.3 Bewijzen en lokale ordening
Het is voor leerlingen niet vanzelfsprekend dat je, bij een wiskundige redenering, uitgaat van een vaste 
ondergrond, bestaande uit reeds geaccepteerde stellingen en gedefinieerde begrippen. In het voorbeeld 
uit de eerste onderzoeksronde van cursus 1 geeft bijna niemand er blijk van zich bewust te zijn van de 
noodzaak in het bewijs verband te leggen tussen de definitie van de driehoek van Pascal en het voor­
schrift waarop het rijgetal wordt gemaakt (1S95, 1 - 15). Alleen Erik zoekt naar dat verband (1S95, 54
- 57). In de tweede ronde spreekt Gemma, in een vermoeden, over de "limietfiguur" van een rij 
verzamelingen, zonder dat ze dat begrip heeft gedefinieerd (2B95).
De uitvoerigheid van een bewijs hangt af van de persoon die het bewijs geeft en van degenen tot wie 
het bewijs is gericht. Gemma (2B95) heeft waarschijnlijk geen idee, dat niet als vanzelfsprekend de 
oppervlakte van de limiet van een rij verzamelingen hetzelfde is als de limiet van de bijbehorende rij 
van de oppervlakten; dat ligt buiten haar blikveld. Kees en Jurrien (3V95,10) vermelden alleen de 
hoofdstappen in hun limietberekeningen. Kennelijk gaan ze ervan uit dat het bewijs alleen gelezen 
wordt door de docenten, die uiteraard aan een half woord genoeg hebben. De tweede limietberekening 
laten ze helemaal achterwege.
In het tweede cursusjaar hebben leerlingen meer aandacht voor de lokale ordening, mede door de 
voorgestelde verslagvorm. Dat blijkt uit verslagen (1V96,a,b,c; 2V96). Door onder het kopje 'relevante 
voorkennis' de stellingen en begrippen te noemen die in het bewijs een rol spelen, wordt structureel 
bevorderd dat leerlingen bewust aansluiten bij reeds geaccepteerde wiskunde. Dat het tegendeel ook 
geldt, blijkt uit verslagen waarin leerlingen het vormvoorstel negeren (3T96, 8 - 1,30 - 47; 3E96, 4 - 
19, 65 - 86).
In het voorbeeld uit de eerste ronde van cursus 1 stuitten de leerlingen op een voor hen nieuw type 
redenering: de volledige inductie. Deze manier van redeneren is geen onderwerp van bespreking 
geweest in de lessen. Dat blijkt een tekortkoming. De leerlingen kunnen daarmee niet zelfstandig 
overweg (1S95, 27 - 29, 46 - 47). In de tweede ronde speelt iets dergelijks: nu gaat het om een manier 
om te bewijzen dat twee verzamelingen aan elkaar gelijk zijn. Deze is in de lessen besproken. De 
leerlingen hebben dat goed begrepen en hanteren de werkwijze met inzicht (1V96,a 17 - 35; 1V96,b, 5
- 10; 2V96, 13 - 15).
In het tweede cursusjaar maken sommige leerlingen goede opmerkingen over aangewezen bewijs- 
stappen. Mark en Wiebe bijvoorbeeld merken op dat een voorbeeld nog geen bewijs is (2S96,63 - 64; 
2S96,102). Wiebe merkt op dat je, om de gelijkheid van twee verzamelingen aan te tonen, twee kanten 
op moet bewijzen (2S96, 86 - 89).
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10.3.4 Vorming van vaktaal
Veel leerlingen drukken zich matig uit in wiskundetaal, zowel mondeling als schriftelijk. Dat blijkt uit 
de geanalyseerde fragmenten van de protocollen en de verslagen. Deze fragmenten geven bovendien 
nog een vertekend beeld: de leerlingen die zich het slechtst kunnen uitdrukken, mengen zich het minst 
in de gesprekken en uit de slechtst leesbare verslagen heb ik geen fragmenten opgenomen. Toch zijn er 
in de gekozen fragmenten nog voldoende voorbeelden waaruit gebrekkige uitdrukkingsvaardigheid van 
de leerlingen blijkt, onder andere:
- de bijdrage van Koen (2T96, 5 - 6, 9 - 10);
- de verwarring van Bernard tussen 'nieuwe gevangenen' en 'andere periodieke banen' (2T96, 14 - 
30);
- de zinnen van Bart (3T96,19 - 24):
"Hierna zijn we met het programma Funiter dingen gaan proberen. Bijvoorbeeld bij c = 1. Dan blijkt 
dat het dekpunt (1,1), dat raakt de lijn y  = x, en dat ligt dan precies op het dekpunt, met afgeleide 1, en 
dan is het wel een dekpunt, het is ook aantrekkend, maar als je het itereert, dan komt die eigenlijk nooit 
in (1,1)."
- Kees gebruikt in de tweede ronde het woord 'contractie' in twee betekenissen, die beide onjuist zijn 
(2S95, 38; 2V95,b, 1).
- Osman, Shou en Koen gebruiken in de derde ronde 'oppervlakte' in de betekenis van 'gebied' 
(5.5.3).
Het lijkt zeker de moeite waard meer aandacht te besteden aan de beheersing van de wiskundetaal. In 
de onderzochte cursussen is de vaktaal slechts zijdelings aan de orde geweest. Ik ben ervan overtuigd 
dat meer aandacht voor de taal het leren bewijzen in belangrijke mate zou bevorderen.
10.3.5 Bewijzen binnen onderzoek
De leerlingen komen op voldoende vermoedens van waaruit het onderzoek kan worden gestart (2B95; 
1B96; 2B96; 3T96). Eigen vermoedens formuleren geeft betrokkenheid.
Het symposium stimuleert het verwoorden van argumenten, leidt tot debat tussen leerlingen (2S95, 39 - 
53) en geeft ideeën voor verder onderzoek (2V95,a, 7 - 8; 2V95,b, 3 - 4).
Sommige leerlingen geven blijk van een goede onderzoekende houding:
- Bernard formuleert een nieuwe onderzoeksvraag (2T96, 30);
- Wiebe formuleert uit een weerlegd vermoeden een nieuw, krachtiger vermoeden (2T96, 45 - 50);
- Bernard stelt voor het resultaat te controleren (2T96, 64);
- Kees en Jurrien controleren of een algemene formule in overeenstemming is met een eerder gevon­
den resultaat (3V95, 32 - 34);
- In de derde ronde komen sommige leerlingen tot vervolgvragen, ofwel door terug te kijken op het 
geleverde bewijs en te zoeken naar een elegantere, meer inzichtelijke weg (5.5.2), ofwel door 
generaliseren of specialiseren (3V95, 4 - 5, 12 - 14, 26).
Soms blijft een terugblik helaas achterwege (3T96, 34 - 90).
Onderzoeken geeft een natuurlijk kader voor wiskundig redeneren; door onderscheid te maken tussen
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het 'lagere' en het 'hogere niveau' wordt de aandacht van de leerlingen nadrukkelijk gericht op wiskun­
dig redeneren (1S96; 2S96; 3T96; 3E96).
In de onderzoeksverslagen komen haast geen rekenfouten voor; eigen onderzoek bevordert blijkbaar - 
nauwkeurig en zorgvuldig werken.
Binnen het geheel 'verkennen - vermoedens uitspreken - argumenten geven - bewijzen' krijgt bewijzen 
zin en betekenis; de werkvorm 'brainstorm - symposium - verslag' ondersteunt dit geheel.
10.4 Een krachtige leeromgeving
In beide experimentele cursussen hebben wij geprobeerd de leerlingen een krachtige leeromgeving te 
bieden gericht op leren wiskundig redeneren. Die omgeving bood de leerlingen diverse mogelijkheden 
om zich te ontwikkelen en te bekwamen in wiskunde door actief wiskunde te beoefenen: colleges 
volgen, lesmateriaal bestuderen, huiswerkopgaven maken, experimenteren met de computer, vermoe­
dens formuleren en proberen die vermoedens te bewijzen, elkaar op de hoogte stellen van de onder­
zoeksresultaten, luisteren naar elkaar, constructieve kritiek leveren op elkaar en, tenslotte, schriftelijk 
verslag doen van de bevindingen. De leerlingen van de experimentele groepen E1 en E2  hebben actief 
van deze mogelijkheden gebruik gemaakt, zij het dat soms de schoolverplichtingen voorrang kregen op 
het werk dat de cursus met zich meebracht. De huiswerkopgaven bijvoorbeeld schoten er vaak bij in. 
Aan de onderzoekjes hebben de leerlingen echter veelal met plezier en inzet gewerkt. De selectie 
daaruit die ik in dit proefschrift heb beschreven en geanalyseerd, heeft daarvan, naar ik hoop, een 
indruk gegeven.
In de tweede cursus is de leeromgeving, op grond van de teleurstellende toetsresultaten van de experi­
mentele groep E1, aangescherpt en meer expliciet gericht op leren bewijzen, zoals ik in paragraaf 10.2 
heb beschreven. Deze aanpassing was succesvol.
Een factor die zeker ook aandacht verdient is het leren gebruiken van vaktaal door de leerlingen. 
Zorgvuldig taalgebruik vereist aandacht voor de definities van wiskundige begrippen, hetgeen direct 
verband houdt met bewijzen. Het samenspel van vaktaal en moedertaal is vaak subtiel; het feit dat in 
beide talen dezelfde woorden voorkomen is voor leerlingen zeer verwarrend. In de werkvorm die wij 
voor het onderzoek hebben gekozen, speelde het symposium een essentiële rol, omdat de leerlingen 
daarin structureel werden uitgenodigd om hun gedachten onder woorden te brengen en daarover met 
elkaar te debatteren. Doordat de leerlingen vrij zijn om al of niet aan de cursus deel te nemen hebben 
een aantal leerlingen zich aan actieve deelname aan de symposia kunnen onttrekken. Hierdoor hebben 
juist de leerlingen die zich het slechtst uitdrukken het minste profijt van het symposium gehad.
In mijn onderzoek is de vaktaal weinig aan bod gekomen. Ik ben ervan overtuigd dat meer aandacht 
voor de vaktaal een verdere versterking van de leeromgeving zal betekenen.
Ook de principes van assentief constructivisme, zoals ik die in 4.4 heb geformuleerd, bieden een 
invalshoek van waaruit gewerkt kan worden aan het versterken van de leeromgeving. Met name het 
realiseren van reflectie en constructieve interactie vraagt telkens opnieuw vakmanschap en creativiteit
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van de begeleidende docent. Nadere studie naar de voorwaarden waaronder die het beste kunnen 
worden gerealiseerd zal zeker bijdragen tot versterking van de leeromgeving gericht op leren bewijzen.
Bij de punten waaraan je kunt denken als je de leeromgeving wilt verbeteren, noemt Lodewijks ook de 
leraar als model. In cursus 2 is de modelrol veel krachtiger en nadrukkelijker uitgeoefend dan in cursus
1, met name door de tussengesprekken in de eerste en de tweede ronde, door de nadrukkelijke eisen 
aan de vormgeving van het verslag en door de aandacht die tijdens de colleges aan bewijsschema's en 
de twee niveaus is besteed. In de eerste tussenbespreking ging het om vertalen in wiskunde, in het 
tweede om het vinden van vervolgvragen.
De tussenbespreking in de derde ronde diende een heel ander doel. Hier konden de leerlingen met 
elkaar hun plannen en resultaten bespreken. De docenten hadden hier een zeer ondergeschikte rol. Je 
zou kunnen zeggen dat in deze ronde de navigatie (zie 4.5) geheel aan de leerlingen werd overgelaten.
Het onderwijskundig concept 'krachtige leeromgeving' benadrukt dat effectief onderwijs een product is 
van een complex aan factoren. Door te sleutelen aan die factoren kun je de leeromgeving verbeteren, 
zoals uit mijn onderzoek is gebleken.
10.5 Veldonderzoek of laboratoriumonderzoek
Zoals in 1.4 al is opgemerkt is UNILO-onderzoek kleinschalig, dicht bij de praktijk. Het wordt verricht 
in normale onderwijssituaties en niet in een laboratorium. Dat geldt ook voor mijn onderzoek. Het 
onderwijs stond voorop, het onderzoek was daarop geënt; zonder dit onderzoek waren de cursussen 
ook gegeven. Dat neemt niet weg dat het hier toch een heel bijzondere onderwijssituatie betrof: 
leerlingen van het VWO die hun school verlaten om op de universiteit een cursus te volgen. Onmisken­
baar heeft dit onderzoek ook trekken van laboratorium-onderzoek dat informatie oplevert voor onder­
wijssituaties op het VWO. Voor iedereen die op de hoogte is van de plannen voor het onderwijs in het 
domein 'voortgezette meetkunde' in het profiel natuur & techniek van het VWO zullen de overeenkom­
sten duidelijk zijn. Ook bij meetkunde gaat het om bewijzen op basis van lokale ordening, maakt men 
gebruik van computerondersteuning (CABRI), besteedt men aandacht aan de manier van opschrijven 
van een bewijs en benadrukt men de inbedding in een groter geheel van eigen leerlingonderzoek. 
Bovendien is er veel verwantschap tussen de groepen C, E1 en E2  enerzijds en de verwachte leerling- 
populatie van het profiel natuur en techniek op het VWO anderzijds. Het is daarom redelijk de veron­
derstelling te uiten dat de resultaten van het onderzoek in het kleine veld van universitaire wiskunde- 
cursussen voor leerlingen van 5 VWO ook in grote lijnen van kracht zullen zijn in het iets omvattender 
veld van wiskunde-onderwijs in het profiel natuur en techniek op het VWO. Ik wil daarbij met name 
het belang onderstrepen van werkvormen die de leerlingen ertoe brengen hun gedachten te verwoor­
den, zoals in de cursussen gebeurde tijdens de symposia. Tegenwoordig streeft men - in het studiehuis - 
uitdrukkelijk na dat de leerlingen zelfstandig werken o f liever nog zelfverantwoordelijk leren. Hierbij 
komt vaak zeer eenzijdig de nadruk te liggen op individueel werken. In het assentief constructivisme is 
de groepsinteractie van evengroot belang als de individuele reflectie. Ook in vroege sociaalconstruc- 
tivistische theorieën, zoals de theorie van Gal'perin over het leren van volwaardige mentale handelin­
gen, is de verbale handeling, als schakel tussen de materiële en de mentale handeling, onmisbaar.
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Groepsinteractie bevordert verwoorden, verwoorden stimuleert reflectie, reflectie is noodzakelijk voor 
leren. Individueel leren dient te gebeuren in samenspel met klassikale activiteiten.
De groepen E1 en E2  zijn ook verwant aan populaties eerstejaars wiskundestudenten. Het gaat immers 
om leerlingen van 5 VWO die overwegen een exacte studie, misschien zelfs wiskunde, te kiezen. Een 
zwak punt van veel leerlingen met beta-aanleg, later beta-studenten, is hun spreekvaardigheid. Werk­
vormen waarin zij de gelegenheid krijgen zich daarin te bekwamen, moeten dan ook worden bevor­
derd. Ook voor eerstejaars wiskunde lijkt zelfstandig onderzoek, ondersteund door de werkvorm 
brainstorm-symposium-verslag, een geschikte werkvorm om enerzijds de zin en betekenis van wiskun­
dig redeneren te ervaren en anderzijds hun mondelinge en schriftelijke uitdrukkingsvaardigheid verder 
te ontwikkelen. Een dergelijke werkvorm zou een waardevolle aanvulling zijn van het op universiteiten 
gehanteerde repertoire.
10.6 De fraktale structuur van dit onderzoek
Een van de kenmerken van fraktale figuren is zelfgelijkvormigheid. Dat betekent dat de gehele figuur 
gelijkvormig is met een echt deel daarvan. Dat kenmerk vertoont mijn onderzoek ook. Een eerste 
voorbeeld daarvan was de niveautheorie van Van Hiele. Deze theorie is zowel van toepassing op 
wiskundig bewijzen als op didactisch onderzoek, zoals ik al in hoofdstuk 2 heb betoogd. Ook het 
begrip 'lokale ordening' is zowel van toepassing op wiskundig bewijzen als op dit didactisch onder­
zoek. Dat blijkt bijvoorbeeld in de hoofdstukken 6 en 9, waarin ik het boek van Milton & Arnold kies 
als basis voor mijn statistische berekeningen; en ook in 4.5, waarin ik de oratie van Lodewijks kies als 
uitgangspunt voor het hanteren van het begrip krachtige leeromgeving. Een andere overeenkomst 
tussen leren bewijzen en het verrichten van didactisch onderzoek ligt in het gebruik van vaktaal, zoals 
ik in 3.7 heb beschreven. Vaktaal is de taal van de gemeenschap waarbij de lerende aansluiting zoekt. 
Voor een leerling die wiskunde leert is dat de taal der wiskundigen, voor een wetenschapper is dat de 
taal van de onderzoekers in zijn o f haar discipline. Tot die taal behoren niet alleen begrippen of 
concepten, maar ook gewoontes en afspraken. Een van de afspraken in de sociale wetenschappen is 
bijvoorbeeld dat een resultaat van een statistisch onderzoek als significant wordt beschouwd, wanneer 
de overschrijdingskans van dat resultaat kleiner is dan 5% (of 1%). Zo zijn er binnen wiskunde ook 
min o f meer algemeen aanvaarde bewijspatronen, zoals 'volledige inductie' o f 'een bewijs uit het 
ongerijmde'. Overduidelijk tenslotte is de parallel tussen de onderzoekjes van leerlingen en mijn 
didactisch onderzoek dat de leerlingonderzoekjes tot object heeft.
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Door mij te bezinnen op de didactiek van het leren bewijzen heb ik inzicht gekregen in het verrichten 
van wetenschappelijk onderzoek. Daaruit valt af te leiden dat wiskundeonderwijs dat bewijzen omvat, 
een belangrijk ingrediënt is in het curriculum van het voorbereidend wetenschappelijk onderwijs.
10.7 Tenslotte
Ik hoop dat mijn onderzoek bijdraagt aan het vinden van oplossingen voor de didactische problemen 
van het wiskundeonderwijs op het VWO. Ik pleit ervoor die problemen aan te pakken uitgaande van 
het onderliggende of beoogde leerproces, daarbij passende werkvormen te ontwikkelen en kaders te 
creëren die de gewenste oplossingen mogelijk maken. Het zou goed zijn wanneer de universiteiten 
daarbij op actieve wijze blijven deelnemen.
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Bijlagen
Bijlage 1: Een oefening met CABRI
1 Teken een cirkel. Noem het middelpunt M. Noem de cirkel c. Teken een punt binnen de cirkel.
Noem dat P.
2. Twee punten A en B zijn eikaars inverse ten opzichte van een cirkel c met middelpunt M  en straal r, 
wanneer geldt: B ligt op de halve lijn MA en MA • MB = r 2.
We gaan de inverse van P t.o.v. c tekenen. Dat punt zullen we P' noemen; de straal van de cirkel 
noemen we r.
Teken de halve lijn MP;
teken de lijn door P, loodrecht op de halve lijn MP; kies één van de snijpunten van deze 
halve lijn met c en noem dat Q;
teken lijn MQ; teken de lijn door Q, loodrecht op lijn MQ; teken het snijpunt van deze 
loodlijn en de halve lijn MP; noem dit snijpunt P'.
3. Bewijs zelf even dat deze constructie correct is.
4. Bedenk zelf een constructie voor het geval dat P een punt is dat buiten de cirkel ligt.
5. Onder de transformatie-knop (de zesde van links) zit ook de optie inverse. Ga met deze optie na of 
jouw constructie hetzelfde resultaat oplevert als de ingebouwde inverse-optie. (Dat zou wel moeten!)
6. Teken opnieuw een cirkel c, met middelpunt M. Teken nog een cirkel; noem deze d; noem het 
middelpunt N. Kies een punt op d  (met de optie 'point on object' onder de puntenknop, tweede van 
links). Noem dat punt P.
7. Teken de inverse van P t.o.v. c. Noem het P'.
8. De optie inverse werkt alleen op afzonderlijke punten. Er zijn twee mogelijkheden om toch makkelijk 
de inverse van een puntverzameling (zoals d) te tekenen. De eerste is door een 'spoor' te tekenen:
Kies onder de 'label-knop' (tweede van rechts) de optie trace.
Klik P' aan (dat is het punt welks spoor je wilt tekenen);
Grijp P  vast en beweeg het over d. (P kan alleen maar over d  bewegen omdat het een 'point 
on object' is.)
9. De tweede mogelijkheid om het beeld van een puntverzameling te tekenen, maakt gebruik van de 
optie 'locus' (meetkundige plaats) onder de constructie-knop (vijfde van links):
Verwijder eerst de baan van P', met de optie refresh, onder edit.
Kies de optie locus.
Klik P' aan.
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Klik P aan.
Nu heb je de inverse van d  ten opzichte van c getekend. Noem dit beeld d'.
10. Als je d  verschuift, verandert d'. Je kunt hiermee bijvoorbeeld als volgt experimenteren:
Klik de pointer aan.
Grijp het middelpunt iVvan d  en verschuif daarmee de hele cirkel d. Kies een baan waarbij N  
het punt M  passeert.
11. Door dit experiment kun je allerlei vermoedens krijgen over eigenschappen van de operatie inverse 
met betrekking tot cirkels.
Noem er zoveel mogelijk.
Probeer ze te bewijzen.
12. Je kunt ook de grootte van een cirkel veranderen.
Pak met de pointer een punt van d  en verschuif het. Je ziet dat het middelpunt blijft liggen, 
maar dat de straal van de cirkel verandert.
Experimenteer en formuleer vermoedens.
Probeer ze te bewijzen.
13. Verklaar de werking van de cirkelinversor van Peaucellier.
Bijlage 2 Een les uit cursus 1
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Fractals & Dynamische systemen
Les 1: De zeef van Sierpinski en de Cantorverzameling
Cursus Hogere Wiskunde voor 5 VWO ' 95-196 
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1 De zeef van Sierpinski
We beginnen met een opgevulde gelijkzijdige driehoek in het vlak. Deze verdelen we in vier drie­
hoeken door de middens van de zijden te verbinden. Van deze vier driehoeken laten we het inwendi­
ge van de middelste driehoek weg. We houden dan drie opgevulde driehoeken over die elk gelijkvor­
mig zijn met de oorspronkelijke driehoek, half zo groot zijn en elkaar twee aan twee in een hoekpunt 
raken. Met deze drie driehoeken doen we vervolgens hetzelfde als met de oorspronkelijke driehoek. 
Dat levert 9 driehoeken. Daarmee doen we wéér hetzelfde. Enzovoorts. Steeds ontstaat er een 
nieuwe figuur uit de vorige door weglating van het inwendige van de middelste driehoekjes. Zie 
figuur 1.
A A
Figuur 1: Enkele stadia in de constructie van de zeef van Sier­
pinski.
De zeef van Sierpinski is de figuur die bestaat uit alle punten van de oorspronkelijke driehoek die in 
geen enkel stadium van dit proces verdwijnen. Op de voorpagina van dit lesschrift zie je een plaatje 
van de zeef van Sierpinski dat is verkregen door het beschreven proces vaak met behulp van een 
computer te herhalen.
Geschiedenis
De zeef van Sierpinski is genoemd naar de Poolse wiskundige Waclaw Sierpinski 
(1882 - 1969) die hem in 1916 introduceerde. Sierpinski was hoogleraar in Lwow - 
dat tegenwoordig tot Oekraïne behoort - en in Warschau. Er is een krater op de 
maan naar hem genoemd.
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Laten we wat preciezer worden. De oorspronkelijke driehoek - die we in de constructie gebruikten - 
noemen we S0. Het is een deelverzameling van het platte vlak. Na één constructiestap krijgen we de 
deelverzameling die de vereniging is van drie kleinere driehoeken. Het is een deelverzameling van S0 
. Laten we haar 5, noemen. We hebben dus S, ■ S,, .
Ter informatie
Zijn A en B verzamelingen, dan zeggen we dat A een deelverzameling is van B als 
ieder element van A ook een element van B is. We noteren dat als A ■ B. Ook 
zeggen we dat B de verzameling A omvat en noteren dat ook wel als B 2  A.
Laten we de deelverzameling die verkregen is na n stappen in de constructie Sn noemen.
(In figuur 1 zie je Sq, 5,, S2 en S,. ). We hebben dan
2  S, 2 S2 2 . . .  2 S # 2 SB+1 = . . .
De zeef van Sierpinski S bestaat uit de punten van het vlak die tot iedere Sn behoren:
S = D Sn = {x \x  e Sn voor alle n e N}
n = 0
Terzijde
Zijn A en B verzamelingen, dan is de doorsnede van A en B de verzameling van alle 
elementen die tot A èn tot B behoren. We noteren haar als A r B.
Dus A n B = {x \x  e A enx  e B }.
Hebben we de verzamelingen A„ , A, , A2 , ... (dus een A, voor èlke i e  N), dan 
definiëren we hun doorsnede op analoge wijze:
fl A = {x lx e  A0 en x  e A t en x  e A2 en ... }
n = 0  ”
= {x \x  e An voor alle « e N } .
Let op
De notatie fl Sn is misschien wat verwarrend: die suggereert een beetje dat n
n = 0
oneindig zou kunnen zijn en dat je ook de doorsnede met zoiets als S zou moeten 
nemen. Maar er is hier geen sprake van S j de notatie °° wil alleen zeggen, dat n 
oneindig, d.w.z. eindeloos doorloopt.
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Opgaven
1.1
a  Uit hoeveel driehoekjes is S3 opgebouwd?
En algemener 5„? 
b Stel dat de oppervlakte van S0 gelijk is aan 
1. Wat is de oppervlakte van S4? En wat 
die van S„?
c We kunnen de verzameling der reële getal­
len M in drieën verdelen: R +, {0} en M \
Het is duidelijk dat we voor de oppervlakte 
van S géén negatief reëel getal willen ne­
men. Waarom is een positief reëel getal ook ongewenst? 
d Wat is dus de meest zinvolle waarde voor de oppervlakte van S 1
Studiewijzer
Opgaven aan het einde van een paragraaf 
bieden je  de gelegenheid om de voorafgaan­
de theorie te verwerken. De antwoorden 
staan aan het eind van elk lesboekje. Telkens 
aan het begin van de volgende lesmiddag 
kun je  vragen om bespreking van opgaven 
die je  moeilijkheden hebben opgeleverd.
1.2
a  Zijn de in het proces optredende driehoekjes ook allemaal gelijkvormig met de begindriehoek als 
deze níet gelijkzijdig is? 
b Blijven de antwoorden op 1.1 b, c en d dan ongewijzigd geldig?
1.3 A 2 B  is ook juist als A = B. Met A > B ("B  is een echte deelverzameling van A ") bedoelen we: 
A B, maar niet: A = B. Geldt voor elke ¡ e N :  S p S i + 1 ?
1.4 Zij M  een punt in het vlak. Laat, voor i = 1, 2, 3, . . ., C, de opgevulde cirkel zijn met
middelpunt M  en straal J. . Wat is p  q  ? Wat is (j q  ?
1 i  = i  1 i  = i  1
1.5 Kun je punten aanwijzen die zeker tot S  behoren?
1.6
b Wat is p| 5 ?
n = o  ”
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2 De Cantor-verzameling
De zeef van Sierpinski is een deel van het platte vlak.
We doen nu ééndimensionaal iets analoogs. Begin met 
het segment [0, 1] van de getallenlijn. We noemen dit 
C0.
Hieruit laten we het interval (Vb, %) weg. Dan hou­
den we over C, =  [0, Vb] u [%, 1] , de vereniging 
van de twee kleinere segmenten.
Uit elk van de kleinere segmenten laten we het mid­
delste deel weg, etc. Zie figuur 2.
We krijgen zo een keten
Q  = C, 2 C2 2 . . . Cn 2 Cn+l 2 . . .
De Cantor-verzameling C bestaat uit de punten van C0 die tot elke Cn behoren (en dus in geen enkel 
stadium van dit proces verdwijnen): C = fl Cn
n = 0
Geschiedenis
De Cantor-verzameling is genoemd naar de Duitse wiskundige Georg Cantor (1845­
1918). Cantor introduceerde deze verzameling in 1883. Hij is de grondlegger van de 
verzamelingenleer. Hij generaliseerde het begrip 'aantal' voor oneindige verzame­
lingen.
Opgaven
2.1 De eindpunten van de segmenten die in de loop van het constructieproces optreden, worden 
later niet weggelaten. Deze behoren dus tot C. Noem de eindpunten van de deelsegmenten van 
C3 die nog niet in een eerder stadium zijn opgetreden.
2.2
a Uit hoeveel segmentjes is C7 opgebouwd? En algemener C„? 
b Wat is de lengte van C4? En wat die van C„?
2.3 Wat is de lengte van C?
2.4 Dank zij Cantor kunnen we nu zeggen: er zijn evenveel positieve natuurlijke getallen als positie­
ve rationale getallen, want we kunnen deze laatste "aftellen":
_ L _ L 2 _ L 3 _ L 2 3 4 _ 1
r  2 ’ r  3 ’ r  4 ’ 3’ 2’ i ’ 5 " "
Zie je het idee? Op de hoeveelste plaats komt in deze rij het getal 7? Zijn er evenveel natuurlijke 
getallen als gehele getallen? Als rationale getallen?
(Met de reële getallen kan dit niet. Er zijn er "meer" dan rationale getallen.)
c
o
4
Figuur 2: De eerste stadia in de constructie 
van de Cantorverzameling.
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3 Adressen van elementen van de Cantorverzam eling
Voor de lijnstukjes die in elk stadium van het 
constructieproces van de Cantorverzameling 
optreden kunnen we een eenvoudig adresse- 
ringssysteem gebruiken:
C0 bestaat uit het segment [0,1]. Van de twee 
segmenten waaruit C, bestaat, krijgt het linker 
het adres L  en het rechter het adres R. Door 
uit deze twee segmenten weer het middelste 
derde deel weg te laten onstaat C2, bestaande 
uit vier segmenten met respectievelijk de 
adressen LL, LR, RL en RR. Voor C3 hebben 
we adressen nodig van drie letters, voor Cn 
adressen bestaande uit een rijtje van n letters L 
of R datje  van links naar rechts moet lezen om te weten bij welk segment het hoort.
Een segment van C17 dat in het segment met adres RLLRL van C5 ligt, heeft een adres met 17 letters 
dat begint met RLLRL.
Voor de punten van de Cantorverzameling C zelf zijn adressen van eindige lengte niet toereikend: elk 
eindig rijtje hoort bij een interval dat nog oneindig veel punten van C bevat. Aan elk punt van C 
kennen we nu als adres een oneindige rij van L  'en en R 'en toe zó dat de eerste n letters het adres 
vormen van het segment van Cn waarin het punt ligt.
Twee punten van C hebben een zekere afstand. Deze afstand is groter dan — , als we k groot
3k
genoeg nemen. Ze liggen dus niet in hetzelfde segment van Ck , en hebben dus een verschillend 
adres.
Opgaven
3.1 Hoe kun je  aan de adressen van twee punten van C zien welk het kleinste van de twee is?
3.2 Elk punt dat in enig stadium van de constructie van C randpunt is van één van de lijnstukjes van
i o  70
C„, behoort tot C. Voorbeelden zijn _  _  en —  • Geef van elk van deze drie voorbeelden
9 ’ 27 81
het adres.
1
LL LR RL RR
c„ -  -
3
Figuur 3: Adressen en de Cantorverzameling.
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4 Adressen voor de zeef van Sierpinski
Voor de driehoekige gebieden in elke stap van 
de constructiefase van S kunnen we ook een 
adresseringssysteem bedenken, nu met drie let­
ters, T, L  en R (voor top, links en rechts). In 
figuur 4 is de driehoek TLR van S3 getekend.
Opgaven
4.1 Elk punt dat op de rand van één van de 
driehoeken uit enige Sn ligt, behoort zeker 
tot S.
a  Welk adres heeft de top van S0 ? 
b Waardoor worden de adressen van de 
rechterrand van S0 gekenmerkt? 
c Waardoor worden adressen van randpunten 
in het algemeen gekenmerkt? 
d Waardoor worden adressen van hoekpunten van driehoeken (uit enig tussenstadium) geken­
merkt?
e Sommige punten van S hebben twee verschillende adressen. Welke punten zijn dat? Hoe zien die 
twee adressen er dan uit? 
f  Het punt met het adres TLRTLRTLR . . ., ook wel TLR genoemd, is géén randpunt. Waarom 
niet?
g Het driehoekig gebied met adres TLR is 
gelijkvormig met S0. Het kan worden ver­
kregen door S0 ten opzichte van het punt P
te vermenigvuldigen met _L.
8
(zie figuur 5)
Wat is het adres van P 1
Figuur 4: Adressen in de zeef van Sierpinski.
Figuur 5: Punt van vermenigvuldiging.
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5 Problemen
5.1
Een variant op de Cantor-verzameling: laat 
niet steeds het middelste derde deel van een 
segment weg, maar het middelste vier- 
vijfde-deel. Geef de zo verkregen deelver­
zameling van [0, 1] aan met C '0, C \, C ’2, .
a  Hoe kun je  aan de decimale ontwikkeling 
van een getal a e [0 , 1] zien of het een ele­
ment van C \  is? En van C '2 ? En van C'„?
b Zij C' = fl C ’n. Zijn er getallen in C'
n = 0
die niet een eindpunt zijn van één van de segmentjes van een C ’nl  
c Als a tot C behoort, dan 1 - a ook. Hoe vind je  het adres van 1 - a uit dat van al
5.2
a  Terug naar de Cantor-verzameling. Je hebt al gezien dat de eindpunten van de deelsegmentjes 
van elke Cn tot de Cantor-verzameling behoren. Waardoor worden de adressen van al die 
eindpunten gekenmerkt?
b Het adres LRLRLRLR . , waarin de letters L en R alsmaar om beurten voorkomen, bepaalt 
een element van C. Is dat element een eindpunt van een deelsegment van enige Cnl  
c Welke conclusie kun je trekken op grond van je  antwoorden op de vragen a  en b ?
d Bewijs dat _L behoort tot elk lijnsegmentje waarvan het adres een eindig lang beginstuk is van de 
4
rij LRLRLRLR . . . 
e Van welk punt is het adres RLRLRLRL . . . 1 
f  Van welk punt is het adres RRRRLRLRL . . .1
Studiewijzer
Elk lesboekje bevat één o f meer 'problemen'. 
Deze zijn moeilijker dan de opgaven. Oplos­
singen van problemen kun je  inleveren bij de 
docenten van de cursus. Dezen beoordelen je  
oplossing en geven er een punt voor. Wan­
neer je  aan het eind van de cursus meer dan 
100 punten hebt gescoord, krijg je  op je  
getuigschrift de aantekening 'Cum laude'.
6 Voorbereiding op wiskundig onderzoek
Ter aanvulling op de normale lesstof krijg je de 
gelegenheid om zelf wiskundig onderzoek te 
doen. Dat betekent da tje  zelf, alleen of samen 
met één of meer medeleerlingen, een klein pro­
bleemgebied gaat bestuderen, op zoek naar ver­
banden. Wanneer je  vermoedt da tje  een ver­
band hebt gevonden, dan probeer je het te bewijzen, zodat het als een stelling wordt geaccepteerd. Of 
zo’n bewijs overtuigend is, bepalen jullie zelf. Jullie hebben de taak om eikaars bewijzen heel 
kritisch te bezien en te beoordelen of de aangevoerde argumentatie wel echt sluitend en overtuigend 
is. Ook is het altijd lonend om na te gaan of er geen eenvoudiger bewijs te vinden is. In wiskundig 
onderzoek is een stelling meestal geen eindpunt, maar vaak een begin van een nieuw vermoeden, dat 
krachtiger, of algemener is.
Door zelf, op kleine schaal, wiskundig onderzoek te doen, krijg je  een beeld van het werk van 
wiskundigen en begrijp je  beter hoe wiskunde ontstaat.
Studiewijzer
Deze paragraaf dient alvast ter voorberei­
ding van een onderdeel van de volgende les.
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Wiskundig onderzoek doen m oetje ook leren. Bij de eerste kennismaking daarmee treden jullie nog 
op als één grote groep. Daarna kun je  meer zelfstandig te werk gaan. De volgende les zullen we er 
een begin mee maken. Om die start efficiënt te laten verlopen kun je  je  voorbereiden door je alvast in 
het onderzoekgebied in te werken.
Het eerste onderzoek zal gaan over de Driehoek van Pascal.
Geschiedenis
Blaise Pascal (1623-1662) was een Franse wiskundige, natuurwetenschapper en theo­
loog. Op twintigjarige leeftijd bouwde hij de eerste mechanische rekenmachine. De 
driehoek die naar hem genoemd is was echter niet zijn ontdekking. In Europa was 
deze al in 1527 bekend. Een Chinese versie ervan was al gepubliceerd in 1303.
Pascal was enthousiast over de vele betrekkingen die tussen de getallen in deze 
driehoek voorkomen. Hij schreef: "... Ik laat veel meer weg dan ik opneem; het is 
buitengewoon hoe vruchtbaar in eigenschappen dit is. Iedereen kan trachten er zelf 
meer in te ontdekken."
De driehoek van Pascal bestaat uit getallen die 
gerangschikt zijn in een driehoekig patroon.
Om daar beter over te kunnen spreken gebrui­
ken we een onderliggend geraamte van zeshoe­
ken. Twee ervan zijn gearceerd. De bovenste 
noemen we Z(0 0). De andere zeshoek is vanuit 
de bovenste te bereiken langs een weg (een zo 
kort mogelijke verbindingsketen van zeshoe­
ken) waarbij je drie keer links aanhoudt en 
twee keer rechts, bijvoorbeeld l,l,r ,l,r  of 
r,r, 1,1,1. (Ga zelf na dat het niet uitmaakt in 
welke volgorde je  dat doet.) Die zeshoek noe­
men we Z(3 2). Algemeen bedoelen we met Z(l r) 
de zeshoek die vanuit Z(0 0) te bereiken is door / 
keer links aan te houden en r keer rechts.
Deze zeshoek staat in de horizontale rij met 
nummer l + r op plaats r (nummering begin­
nen met 0).
In die zeshoeken komen de getallen die samen de driehoek van Pascal vormen. In elke zeshoek 
schrijven we het aantal wegen dat vanuit Z(0 0) naar de betreffende zeshoek leidt. In Z(0 0) zetten we 1. 
Ook in Z(10) en in Z(01) komt een 1 te staan.
Opgave
6.1 Schrijf in figuur 6 in de bovenste vijf rijen zeshoeken de betreffende aantallen wegen.
Het getal dat in het zeshoekgeraamte in Z(2J) moet worden ingevuld, geven we aan met P(2,1). In het 
algemeen: P(l,r) = het aantal wegen vanuit Z(0 0) naar Z{l r).
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Opgave
6.2
a  Welk verband bestaat er tussen P(3,2), P(2,2) en P (3 ,1)? 
b  Kun je dit verband generaliseren?
c Vul nu in figuur 6 de overige getallen van de driehoek van Pascal in.
7 Antwoorden op de opgaven
1.1
a  27; 3" 
b  81/256; (3/4)"
c Voor elk positief getal p  bestaat er een exponent « e N  vanwaaraf (3/4)" <  p. 
d 0
1.6
a  S 
b  S
2.1 1/27, 2/27, 7/27, 8/27, 19/27, 20/27, 25/27, 26/27
2.2
a  27; 2“ 
b (2/3)4; (2/3)"
2.3 0
3.2 LLÏ? ; LRRL ;
4.1
a  T
b Er komt geen enkele keer een L  in voor.
c Ze hebben een oneindig lange 'staart' waarin slechts twee van de drie letters voorkomen,
d Ze hebben een oneindig lange staart waarin slechts één letter voorkomt,
e De hoekpunten van de driehoeken uit de 5, , S2 , S3 , . . .
f  Het voldoet niet aan de bij c genoemde voorwaarde,
g TLR
Bijlage 3 De Vóórtoets
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Onderzoek naar effecten van de cursus Hogere Wiskunde 
VÓÓRTOETS
In het kader van het onderzoek naar effecten van de cursus Hogere Wiskunde '95 - '96 voor leerlin­
gen van 5 VWO krijgen de deelnemers een vóórtoets en een natoets. Beide toetsen worden ook 
a f genomen aan de controlegroep.
De vóórtoets bestaat uit drie onderdelen:
Onderdeel A: een vragenlijst 
Onderdeel B: drie wiskunde-opgaven 
Onderdeel C: afronding van de toets
Wanneer de gegevens van beide toetsen zijn geanalyseerd, zullen we je  een overzicht sturen van je  
eigen resultaten uitgezet tegen de gemiddelde resultaten van de proefgroep (de cursusdeelnemers) en 
van de controlegroep.
Wij garanderen je  dat we op geen enkele wijze misbruik van deze gegevens zullen maken.
Tijdindeling:
15.15 -15.30: Onderdeel A, de vragenlijst 
15.30 -16.45: Onderdeel B, de drie opgaven
16.45 -17.00: Onderdeel C, de afronding.
Het materiaal voor onderdeel C wordt je  om 16.45 uur verstrekt.
Veel succes.
194 Onderzoekend Wiskunde Leren
■A* Vragenlijst
In deze vragenlijst zijn vaak een aantal mogelijke antwoorden al aangegeven. Wanneer daar een voor 
jou passend antwoord bij staat, streep dat antwoord dan aan. Zo niet, schrijf dan zelf je  antwoord 
op. We nodigen je  overigens nadrukkelijk uit om alle in jouw ogen noodzakelijke aanvullingen erbij te 
schrijven.
Persoonlijke gegevens 
Naam:
Adres:
Postcode & woonplaats:
Geboortedatum: j / m
Naam school: Plaats:
Overige vragen
1. Welke wiskundeboeken heb je gebruikt in klas 1 t/m 4? o  Moderne Wiskunde
o  Getal en Ruimte 
o  De Wageningse Methode
o
o
o
2. Welke wiskundeboeken gebruik je in klas 5? o
o
o
o
o
o
Moderne Wiskunde 
Getal en Ruimte 
De Wageningse Methode 
Sigma
Wiskunde Lijn
Welke studie ga je volgen na het VWO?
(Als je daarover nog geen beslissing hebt genomen, wil je dan opschrijven welke vervolgstudies je 
overweegt te kiezen?)
4. Aan welke universiteit of hogeschool denk je te gaan studeren? Waarom?
5. Wil je hieronder svp de cijfers opschrijven van jouw eindrapport van 4VWO.
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Vak Cijfer Vak Cijfer
Nederlands Natuurkunde
Latijn Scheikunde
Grieks Biologie
Frans Economie
Duits Maatschappijleer
Engels Muziek
Geschiedenis Tekenen
Aardrijkskunde Lich. Oefening
Wiskunde
6. Heb je, naast de school, nog nevenactiviteiten, zoals bijvoorbeeld sport, muziek, een baantje of een 
hobby, waar je gemiddeld méér dan twee uur per week aan besteedt? Zo ja welke?
7. (Alleen voor de deelnemers aan de cursus Hogere Wiskunde '95 - '96)
Wat zijn jouw argumenten of redenen om aan deze cursus deel te nemen?
Wat zijn jouw verwachtingen van de cursus?
8. (Alleen voor leden van de controlegroep)
Wat zijn jouw argumenten of redenen om niet aan deze cursus deel te nemen?
Einde van de vragenlijst
■$■ Drie opgaven
(Maak de opgaven eerst in klad; schrijf daarna een heldere uitwerking op. Je hebt tijd genoeg!)
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De functies ƒ  en g zijn beide gedefinieerd op de reële getallen: 
f x  -  |*| 
g: x  ■ sin(x)
Hun grafieken zijn hiernaast getekend.
De functies k en m zijn zijn ook gedefinieerd op de reële getallen: 
k: x  -  |sin(x)| 
m: x  • sin( .v )
a Teken de grafiek van k en de grafiek van m in de twee roosters 
hieronder:
(De grafiek van k) (De grafiek van m)
De functie g is, zoals je ongetwijfeld weet, een periodieke functie met periode 2%.
b Vraag: Is de functie k een periodieke functie met periode it?
Staaf je antwoord met sluitende argumenten.
c Vraag: Is de functie m  een periodieke functie met periode 2ti?
Staaf je antwoord met sluitende argumenten.
■2» De functie /in  deze opgave is alleen gedefinieerd op de natuurlijke getallen (0,1,2,3,4, . . . )
- 2n + ( - 1)"f : n -► ------- -— —
u + 10
a  Vul de tabel verder in.
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n 0 1 2 3 4
i 1 5
m 10 11 12
25
22
25
23
b Voor welke natuurlijke getallen n geldt: f(n) = 1? 
Schrijf je uitwerking volledig op.
c Voor welke natuurlijke getallen n geldt: f(n) > 1? 
Schrijf je uitwerking volledig op.
d Vraag: Is de functie ƒ  een stijgende functie?
Staaf je antwoord met sluitende argumenten.
■3» Beschrijving van de figuur hiernaast:
Driehoek ABC heeft een rechte hoek in C;
E ligt op zijde AB, zó dat ZCEB een rechte 
hoek is;
F ligt op zijde AB, G op zijde BC en H op lijn- 
stuk CE, zó dat EFGH een vierkant is.
FG = 48; FB = 64.
a  Toon aan dat AE = 63.
Geef bij iedere rekenstap voldoende toelichting 
(Bijv.: Ik gebruik 'Pythagoras' in a ABC.)
b In driehoek AEC is nu vierkant PQRS gete­
kend:
P ligt zó dat ZEPC een rechte hoek is;
Q ligt op zijde AC, R op lijnstuk EC en S op 
lijnstuk EP.
Bereken de oppervlakte van dat vierkant.
(Geef weer bij iedere rekenstap voldoende toe­
lichting.)
C
Einde van onderdeel B
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■C" Afronding van de toets NAAM:
Tenslotte vragen wij je  om je  eigen oordeel te geven over de kwaliteit van je  uitwerking van de drie 
opgaven uit onderdeel B. Per onderdeel kun je  maximaal 10 punten toekennen.
Achter 'Score' kun je  aangeven hoeveel punten je  je  eigen uitwerking van dat onderdeel waard vindt. 
Als je  vindt dat je  uitwerking minder dan 10 punten waard is, wil je  dan toelichten wat er in jouw  
ogen aan de uitwerking ontbreekt en wat daarvan de reden is?
Deze extra informatie is voor dit onderzoek erg belangrijk!
Opgave Score Belangrijkste tekort en reden daarvan
L a
l.b
l.c
2. a
2.b
2.C
2.d
3. a
3.b
Bedankt voor je  medewerking aan dit onderzoek!
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Bijlage 4: Correctievoorschrift Vóórtoets
Algemene regels
1 De correctorscore wordt per onderdeel bepaald door correctie volgens de hierna gespecificeerde 
voorschriften. Voor elk onderdeel geldt dat per rekenfout of verschrijving in de berekening één punt 
wordt afgetrokken tot maximaal het aantal punten dat voor die stap in de oplossing beschikbaar is 
gesteld. Uitzondering hierop zijn de vragen 1 c, 2a en 2d. Hier kost elke rekenfout of verschrijving 2 
pt.
2 De leerlingscore is de score die de leerling zelf aan zijn uitwerking heeft toegekend.
3 Uit elke leerlingscore wordt een statusscore afgeleid volgens de formule:
status score = 10 -  | correctorscore -  leerlingscore\.
4 Elk onderdeel heeft een gewichtsfactor. Zie tabel:
Onderdeel la 1 b 1 c 2a 2b 2c 2d 3a 3 b
Gewichtsfactor 1 2 1 1 2 2 1 2 2
5 De gewogen correctorscore van elk onderdeel is het product van de correctorscore en de gewichts­
factor van dat onderdeel.
6 De gewogen statusscore van elk onderdeel is het product van de statusscore en de gewichtsfactor van 
dat onderdeel.
7 De eindscore is de som van alle gewogen scores en alle gewogen statusscores van alle onderdelen 
behalve 3 b. De maximale eindscore is 140.
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a Voor de grafiek van k 
Voor de grafiek van m
b Voor het inzicht dat te bewijzen is: Voor alle x  e M: k(x +  ti) =  k(x)
(Als 'Voor alle x  e M' niet expliciet is vermeld, 1 aftrekken.)
Voor: Voor alle x  e M:
k(x+%) = sin(.v+n) =  sin(.v) =  sin(.v) =  k(x)
(Als 'Voor alle x  e M' niet expliciet is vermeld, 1 aftrekken.)
Voor de conclusie
Voor redeneringen die gebaseerd zijn op de grafiek van k  (het plaatje) geen 
punten toekennen.
c (Voor dit onderdeel geldt: Voor elke rekenfout of verschrijving 2 pt aftrekken.) 
Voor het inzicht dat een tegenvoorbeeld volstaat:
Voor het geven van een tegenvoorbeeld, zoals:
/»( n /2) =  sin| — it/21 = sin(n/2) =  1 
m(3it/2) = sin 3n/2 =  sin(3n/2) = -1
6
Voor de conclusie
Voor redeneringen die gebaseerd zijn op de grafiek van m  (het plaatje) geen 
punten toekennen.
Voor het antwoord "Nee, want het is geen periodieke functie"
Opgave 2
a Voor het juist invullen van de tabel 
(Voor elk fout antwoord 2 pt aftrekken)
b Voor de splitsing in even en oneven
Voor de oplossing op de even getallen: firi) = 1
< 2// 1 |
~  n + 10
«■ 2n + 1 = n + 10
<’ n 9
(Voor het ontbreken van @-tekens niets aftrekken)
Voor de oplossing op de oneven getallen: J(n) = 1
»  -  1 
~  n + 10 
«  2n -  1 = n + 10 
«  n = 11
(Voor het ontbreken van @-tekens niets aftrekken)
Voor de conclusie: n = 11
Of:
Opgave 1
5
5
3
6
1
3
1
2
10
2
3
3
2
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Voor het aanvullen van de tabel en daaruit aflezen dat in de tabel n = 11 de
enige oplossing is 2
Voor de opmerking d a t/o p  de even getallen een stijgende functie is 1
Voor een bewijs daarvan 2
Voor de opmerking d a t/o p  de oneven getallen een stijgende functie is 1
Voor een bewijs daarvan 2
Voor de conclusie 2
Als alleen maar is aangetoond dat n =  lleen  oplossing is 1
c Voor de splitsing in even en oneven 2
Voor de oplossing op de even getallen: firi) > 1  3
-  >  i 
n + 10 
<• 2n 1 >  n + 10 
«■ n > 9
(Voor het ontbreken van @-tekens niets aftrekken)
Voor de oplossing op de oneven getallen: J(n) > 1  3
-  15— ‘ >  1
n + 10 
«■ 2n -  1 >  n + 10 
«  n > 11
(Voor het ontbreken van @-tekens niets aftrekken)
Voor de conclusie: n =  10 of n > 12 2
Of:
Voor de vaststelling d a t / ( l l )  = 1  1
Voor de opmerking d a t/o p  de oneven getallen een stijgende functie is 1
Voor een bewijs daarvan 2
Voor de vaststelling d a t/(8) =  17/18 en f(10) =  21/20 1
Voor de opmerking d a t/o p  de even getallen een stijgende functie is 1
Voor een bewijs daarvan 2
Voor de conclusie 2
d (Voor dit onderdeel geldt: Voor elke rekenfout of verschrijving 2 pt aftrekken.)
Voor het hanteren van een correcte definitie 3
Voor het inzicht dat een tegenvoorbeeld (of tegenvoorbeelden) volstaa(t)(n) 3
Voor het geven van een tegenvoorbeeld, zoals:
ƒ( 1) =  1/ 11, / ( 0) =  1/ 10, dus A l)  < /(0)
3
Voor de conclusie 1
(Wanneer een ongebruikelijke definitie wordt gehanteerd kan het zijn dat volgens 
die definitie de functie wel stijgend is. In dat geval voor bewijs en conclusie samen 
maximaal 7 pt toekennen. Beschouwingen die gebaseerd zijn op een plaatje gelden 
echter nooit als bewijs.)
Opgave 3
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a Voor a GFB is gelijkvormig met &CHG
(Wanneer dat niet (voldoende) is onderbouwd met hoekbeschouwingen, 
maximaal 1 aftrekken)
Voor de berekening van CH
2
3
Voor aAEC  is gelijkvormig met a CEB (of &CHG)
(Wanneer dat niet (voldoende) is onderbouwd met hoekbeschouwingen, 
maximaal 2 aftrekken)
2
Voor de berekening van AE 3
Of:
Voor tan (¿.5) =  3/4 1
Voor de conclusie dat AH G C = B 1
Voor de bijbehorende redenering 1
Voor tan (a HGC) =  CH/HG, dus CH =  HG- tan (a HGC) 1
Voor HG  =  36 1
Voor CE =  84 1
Voor de conclusie dat AA CE =  A B  1
Voor de bijbehorende redenering 1
Voor tan (AACE) = AE/EC  dus AE = E O  tan (AACE) 1
Voor AE =  3/4 • 84 = 63 1
(Elke keer dat een benadering is gebruikt 1 pt aftrekken)
b Voor het inzicht dat de hele figuur bestaande uit driehoek PEC, inclusief 
het vierkant PQRS, gelijkvormig is met de figuur bestaande uit driehoek ECB
inclusief vierkant EFGH 2
Voor de bijbehorende argumenten betreffende beide driehoeken 1
Voor de bijbehorende argumenten betreffende beide vierkanten 1
Voor de berekening dat BC  =  140 2
Voor de vermenigvuldigingsfactor =  84 /140 =  3/5 2
Voor de oppervlakte van PQRS =  (3/5)2* opp(EFGH) =  829,44 2
(Elke keer dat een benadering is gebruikt 1 pt aftrekken.)
Of:
Voor de redenering die leidt tot het inzicht dat a CQR gelijkvormig is 
met a  CHG
Voor het berekenen van de vermenigvuldigingsfactor
Voor de oppervlakte van PQRS =  (3/5)2* opp (EFGH) =  829,44
2
6
2
(Elke keer dat een benadering is gebruikt 1 pt aftrekken.)
Bijlage 5: De Nàtoets
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Onderzoek naar effecten van de cursus Hogere Wiskunde 
NATOETS
In het kader van het onderzoek naar effecten van de cursus Hogere Wiskunde '95 - '96 voor leerlin­
gen van 5 VWO krijgen de deelnemers een vóórtoets en een natoets. Beide toetsen worden ook afge­
nomen aan de controlegroep.
Evenals de vóórtoets bestaat de natoets uit drie onderdelen:
Onderdeel A: een korte vragenlijst 
Onderdeel B: drie wiskunde-opgaven 
Onderdeel C: afronding van de toets
De natoets lijkt op de vóórtoets, als een 'links'- en een 'rechts'-versie van hetzelfde proefwerk. Alleen 
bij opgave 3b is de wijziging wat ingrijpender. Bij deze opgave wordt je  gevraagd om de uitwer­
kingen van twee fictieve leerlingen na te kijken en te beoordelen.
Het onderzoek is gericht op de kwaliteit van de argumenten en de redeneringen waarmee jullie je  ant­
woorden onderbouwen. Zorg er dus voor dat je  alle belangrijke stappen in je  uitwerking vermeldt en 
eventueel nog toelicht.
Wanneer de gegevens van beide toetsen zijn geanalyseerd, zullen we je  een overzicht sturen van je  
eigen resultaten uitgezet tegen de gemiddelde resultaten van de proefgroep (de cursusdeelnemers) en 
van de controlegroep.
Tijdindeling:
15.15 -15.25: Onderdeel A, de vragenlijst 
15.25 -16.45: Onderdeel B, de drie opgaven
16.45 -17.00: Onderdeel C, de afronding.
Het materiaal voor onderdeel C wordt je  om 16.45 uur verstrekt.
Veel succes,
L. van Schalkwijk.
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■A* Vragenlijst
Persoonlijke gegevens
1. Naam:
Adres:
Postcode & woonplaats:
Telefoon:
(Voor leden van de controlegroep:)
Reiskosten:
Giro- of bankrekeningnummer:
Naam van rekeninghouder: Woonplaats rekeninghouder:
2. We willen graag nog enkele gegevens verzamelen over jullie schoolprestaties, met name:
- de cijfers van je  overgangsrapport van 5 VWO naar 6VWO
- je  eindexamencijfers
Aan het eind van de maand juni van dit jaar en ook volgend jaar zullen we je  een brief met retour en­
veloppe sturen (op het adres dat je  hierboven hebt opgegeven) met het verzoek aan ons je  cijfers te 
doen toekomen. We hopen dat je  daaraan wilt meewerken. Deze gegevens zullen slechts gebruikt 
worden voor statistisch onderzoek. Bij de brief van juni a.s. zullen we ook je  resultaten van de beide 
toetsen (vóórtoets en natoets) mededelen.
Als we die brief naar een ander adres dan het bovenstaande moeten sturen, wil je  dat dan hieronder 
opschrijven ?
Adres eind juni '96:
Overige vragen
3. Welke studie ga je  volgen na je  eindexamen?
(Als je  daarover nog geen beslissing hebt genomen, wil je  dan opschrijven welke vervolgstudies je  
overweegt te kiezen ?)
4. Aan welke universiteit o f hogeschool denk je  te gaan studeren? Waarom?
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iB* Drie opgaven
(Maak de opgaven eerst in klad; schrijf daarna een heldere uitwerking op. Je hebt tijd genoeg!)
Einde van de vragenlijst
■ 1" De functies ƒ  en g zijn beide gedefinieerd op de reële getallen: 
f i x ~  \x\ 
g: x  -  sin(-x)
Hun grafieken zijn hiernaast getekend.
De functies k enrn zijn zijn ook gedefinieerd op de reële getallen: 
k: x  -  | sin(-jc) | 
iii: .v • sin .v
a  Teken de grafiek van k en de grafiek van m in de twee roosters 
hieronder:
-2p
y-as
-as
2 p -2p
y-as
-as
(De grafiek van k) (De grafiek van m)
De functie g is, zoals je ongetwijfeld weet, een periodieke functie. De periode van g is 2%.
b Vraag: Is de functie k een periodieke functie met periode it?
Staaf je antwoord met sluitende argumenten.
p p p
c Vraag: Is de functie m een periodieke functie met periode 2it? 
Staaf je antwoord met sluitende argumenten.
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■2» De functie/in deze opgave is alleen gedefinieerd op de natuurlijke getallen (0,1,2,3,4,
- 2 n + (-1)” + 1f : n -► -------- -— -—
n + 10
a Vul de tabel verder in.
n 0 1 2 3 4 7 8
m
- i
10
3
11
3
12
23
22
27
23
b Voor welk natuurlijk getal n geldt: f(n) = 1? 
Schrijf je uitwerking volledig op.
c Voor welke natuurlijke getallen n geldt: f(n) > 1? 
Schrijf je uitwerking volledig op.
d Vraag: Is de functie ƒ  een stijgende functie?
Staaf je antwoord met sluitende argumenten.
Beschrijving van de figuur hiernaast: C
Driehoek ABC heeft een rechte hoek in C;
E  ligt op zijde AB, zó dat AEC een rechte c /
hoek is; J L
F ligt op lijnstuk EC, G op zijde CA en H  op
60lijnstuk AE, zó dat EFGH een vierkant is;
AH  =80 ; HG = 60. /  80 r
a Toon aan dat EB = 78,75.
Geef bij iedere rekenstap voldoende toelichting. 
(Bijv.: Ik gebruik 'Pythagoras' in a ABC.)
Opgave 3 b van de voortoets was door veel leerlingen niet gemaakt. Daarom doen we het in de 
natoets iets anders. In plaats van dat we jullie vragen zelf deze opgave te maken, geven we jullie twee 
uitwerkingen, met het verzoek om deze na te kijken en voor beide uitwerkingen een punt te geven 
(max. =10). Als je  ergens in de uitwerking een serieuze fout o f onvolkomenheid vindt, wil je  die dan 
aanstrepen en in de vrije ruimte direct daaronder toelichten wat er volgens jou aan mankeert.
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3 b In driehoek EBC is nu vierkant PQRS gete­
kend:
P ligt zó dat EPC een rechte hoek is;
Q ligt op lijnstuk PC, R op lijnstuk CE 
en S op lijnstuk EP.
Bereken de oppervlakte van vierkant PQRS. 
(Geef bij iedere rekenstap voldoende toelich­
ting.)
C
Uitwerking 1
l Driehoek AEC heeft dezelfde verhoudingen als driehoek AHG, want CAE = GAH.
(Ruimte voor toelichting:)
Dus CE
AE
GH
AH
60
80
3
4
3 Dus CE = — • AE = — • 140 = 105
4 4
4 A C 2 = A E 2 + EC2 , dus AC = 175
5 Driehoek AEC heeft dezelfde verhoudingen als driehoek CPE, want EA C = PCE.
CE 105 3Dus de vermenigvuldigingsfactor van driehoek AEC naar driehoek CPE = ----  = ----- = —
AC  175 5
3 3Dus de oppervlakte van vierkant PQRS = — • oppervlakte vierkant EFGH = — ■ 602 = 2160
Punt voor deze uitwerking (van 1 tot 10)
Z .O .Z .
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b In driehoek EBC  is nu vierkant PQRS gete­
kend:
P  ligt zó dat EPC  een rechte hoek is;
Q ligt op lijnstuk PC, R  op lijnstuk CE 
en S  op lijnstuk EP.
Bereken de oppervlakte van dat vierkant. 
(Geef bij iedere rekenstap voldoende toelich­
ting.)
C
Uitwerking 2
Trek lijnstuk QR door tot in H. 
(Zie plaatje hiernaast.)
taaijLGAH) =0,75 , dus / GAH =  36,87°
, RHE =  , GAH =  36,87°
C
4 —  = tan(36,87°) =  0,75000, dus RE  =  60 • 0,75000 =  45 
HE
, ERS =  , RHE =  36,87°
6 —  = cos (A.ERS) =cos(36,87°) =  0,800, dus RS  =  0,800 • 45 =36 
RE
Dus opp(PQRS)= 362 =  1296.
Punt voor deze uitwerking 
(van 1 tot 10)___________
Einde van onderdeel B
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Bijlage 6: Correctievoorschrift Natoets
Algemene regels
1 De correctorscore wordt per onderdeel bepaald door correctie volgens de hierna gespecificeerde 
voorschriften. Voor elk onderdeel geldt dat per rekenfout of verschrijving in de berekening één punt 
wordt afgetrokken tot maximaal het aantal punten dat voor die stap in de oplossing beschikbaar is 
gesteld. Uitzondering hierop zijn de vragen 1 c, 2a en 2d. Hier kost elke rekenfout of verschrijving 2 
pt. Voor de onderdelen la  t/m 3a worden maximaal 10 punten toegekend; voor onderdeel 3b 
maximaal 20.
2 De leerlingscore is de score die de leerling zelf aan zijn uitwerking heeft toegekend.
3 Uit elke leerlingscore wordt een statusscore afgeleid. Voor de onderdelen la  t/m 3a gaat dit volgens 
de formule:
statusscore =  10 -  | correctorscore -  leerlingscore \.
Voor onderdeel 3b hebben beide correctoren eerst voor beide uitwerkingen een score bepaald. Voor 
de eerste uitwerking is die score x, voor de tweede y. Vervolgens wordt de statusscore bepaald voor 
de eerste resp. de tweede uiterking volgens de formules: 
statusscore =  10 - \x -  punt door leerling toegekend\ 
statusscore =  10 - |y -  punt door leerling toegekend\
4 Elk onderdeel heeft een gewichtsfactor. Zie tabel:
Onderdeel la 1 b 1 c 2a 2b 2c 2d 3a 3 b
Gewichtsfactor 1 2 1 1 2 2 1 2 1
5 De gewogen correctorscore van elk onderdeel is het product van de correctorscore en de gewichts­
factor van dat onderdeel resp.
6 De gewogen statusscore van elk onderdeel is het product van de statusscore en de gewichtsfactor van 
dat onderdeel.
7 De eindscore is de som van alle gewogen scores en alle gewogen statusscores van alle onderdelen 
behalve 3b. De maximale eindscore is 140.
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Opgave 1
a Voor de grafiek van k  5
Voor de grafiek van m  5
b Voor het inzicht dat te bewijzen is: Voor alle x  e M: k(x +  ti) =  k(x) 3
(Als 'Voor alle x  e M' niet expliciet is vermeld, 1 aftrekken.)
Voor: Voor alle x  e M:
k(x+%) = sin(.v+n) =  sin(.v) =  sin(.v) =  k(x) 6
(Als 'Voor alle x  e M' niet expliciet is vermeld, 1 aftrekken.)
Voor de conclusie 1
Voor redeneringen die gebaseerd zijn op de grafiek van k  (het plaatje) geen 
punten toekennen.
c (Voor dit onderdeel geldt: Voor elke rekenfout of verschrijving 2 pt aftrekken.)
Voor het inzicht dat een tegenvoorbeeld volstaat: 3
Voor het geven van een tegenvoorbeeld, zoals:
/»( n/2) =  sin| — it/21 =  sin(n/2) =  1 
m (3it/2) = sin 3n/2  =  sin(3n/2) = - 1
6
Voor de conclusie 1
Voor redeneringen die gebaseerd zijn op de grafiek van m  (het plaatje) geen 
punten toekennen.
Voor het antwoord "Nee, want het is geen periodieke functie" 2
Opgave 2
a Voor het juist invullen van de tabel 10
(Voor elk fout antwoord 2 pt aftrekken)
b Voor de splitsing in even en oneven
Voor de oplossing op de even getallen: firi) = 1
^  2n -  1
~  n + 10 
«  2n -  1 = n + 10 
«  n = 11
(Voor het ontbreken van @-tekens niets aftrekken)
Voor de oplossing op de oneven getallen: J(n) = 1 3
^  2 n + 1 = 1
~  n + 10
«■ 2n + 1 = n + 10
<’ n 9
(Voor het ontbreken van @-tekens niets aftrekken)
2
3
Voor de conclusie: n = 9 2
Of:
Voor het aanvullen van de tabel en daaruit aflezen dat in de tabel n = 9 de
enige oplossing is 2
Voor de opmerking d a t/o p  de even getallen een stijgende functie is 1
Voor een bewijs daarvan 2
Voor de opmerking d a t/o p  de oneven getallen een stijgende functie is 1
Voor een bewijs daarvan 2
Voor de conclusie 2
Als alleen maar is aangetoond dat n = 9 een oplossing is 1
c Voor de splitsing in even en oneven 2
Voor de oplossing op de even getallen: fin ) > 1  3
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«  — ------  >  1
n + 10
«■ 2n -  1 >  n + 10
«  n > 11
(Voor het ontbreken van @-tekens niets aftrekken)
Voor de oplossing op de oneven getallen: J(n) > 1  3
-  2" 1 >  i
n + 10
<• 2ii 1 >  n + 10 
«■ n > 9
(Voor het ontbreken van @-tekens niets aftrekken)
Voor de conclusie: n > 11 2
Of:
Voor de vaststelling dat/(9) =  1 1
Voor de opmerking d a t/o p  de oneven getallen een stijgende functie is 1
Voor een bewijs daarvan 2
Voor de vaststelling dat/(10) =  19/20 en f(12) =  23/22 1
Voor de opmerking d a t/o p  de even getallen een stijgende functie is 1
Voor een bewijs daarvan 2
Voor de conclusie 2
d (Voor dit onderdeel geldt: Voor elke rekenfout of verschrijving 2 pt aftrekken.)
Voor het hanteren van een correcte definitie 3
Voor het inzicht dat een tegenvoorbeeld (of tegenvoorbeelden) volstaa(t)(n) 3 
Voor het geven van een tegenvoorbeeld, zoals: 
ƒ(3) =  7/13, m  =  7/14, dus/(3) <ƒ(4)
3
Voor de conclusie 1
(Wanneer een ongebruikelijke definitie wordt gehanteerd kan het zijn dat volgens 
die definitie de functie wel stijgend is. In dat geval voor bewijs en conclusie samen 
maximaal 7 pt toekennen.)
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Opgave 3
a Voor aAHG  is gelijkvormig met &GFC 2 
(Wanneer dat niet (voldoende) is onderbouwd met hoekbeschouwingen, 
maximaal 1 aftrekken)
Voor de berekening van CF 3
Voor a  BEC  is gelijkvormig met &CEA (of a  CFG) 2 
(Wanneer dat niet (voldoende) is onderbouwd met hoekbeschouwingen, 
maximaal 2 aftrekken)
Voor de berekening van BE  3
Of:
Voor tan (AA) = 3/4 1
Voor de conclusie dat A^FGC = B 1
Voor de bijbehorende redenering 1
Voor tan (/. FGC) = CF/FG, dus CF = F G  tan (/. FGC) 1
Voor CF =  45 1
Voor CE =  105 1
Voor de conclusie dat ABCE = AA  1
Voor de bijbehorende redenering 1
Voor tan ( BCE) = BE/EC  dus BE = E O  tan ( BCE) 1
Voor BE  =  3/4 • 105 = 78,75 1 
(Elke keer dat een benadering is gebruikt 1 pt aftrekken)
b Uitwerking 1
Voor het aanstrepen van de omissie in regel 1 1
Voor de toelichting daarop 1
Voor het aanstrepen van de omissie in regel 5 1
Voor de toelichting daarop 1
Voor het aanstrepen van de fout in regel 7 1
Voor de toelichting daarop 1
Uitwerking 2
Voor het aanstrepen van de omissie in regel 1 1
Voor de toelichting daarop 1
Voor het aanstrepen van de fout in regel 2 1
Voor de toelichting daarop 1
Voor het aanstrepen van de fout in regel 3 1
Voor de toelichting daarop 1
Voor het aanstrepen van de fout in regel 4 1
Voor de toelichting daarop 1
Voor het aanstrepen van de fout in regel 5 1
Voor de toelichting daarop 1
Voor het aanstrepen van de fout in regel 6 1
Voor de toelichting daarop 1
Voor het aanstrepen van de fout in regel 7 1
Voor de toelichting daarop 1
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De totale correctorscore voor som 3b is maximaal 20 pt
Bijlage 7: Twee protocollen van begeleidingsgesprekken 
uit de derde ronde van cursus 1
Deze protocollen zijn geschreven door Ineke van Os en Danny Beckers.
Eerste protocol: Begeleidingsgesprek met Bob en Dérick, 13 m aart '96
De docent wordt aangeduid met (D),
D: Nou de bedoeling is dus dat je zo veel mogelijk zelf het heft in de hand neemt, en dat ik eigenlijk 
geen ideëen inbreng, want anders is er eigenlijk geen,,,
Dérick: Ja, dat snappen we.
D: Maar je moet dus eerst iets verzinnen om van de grond te komen.
Dérick: Ja, je moet eerst die spiraal zien te tekenen.
D: Ja.
Dérick: We hebben een hele slome. Op zich is dat niet zo moeilijk, je moet dat met die IFS doen he? Eh, hij 
wordt verkleind, met een factor..
D: Ja.
Dérick: . .en hij wordt gedraaid. Dan moet je eerst de lengte uitrekenen, en het draaien.
D: Ja, even kijken, je hebt de lengte uitgerekend.. .je hebt dus straks dat programma,.. het IFS program­
ma, dan heb je dus eh, dan kun je dus een hele hoop gegevens invoeren, translaties, puntvermenigvul- 
diging,...
Dérick: .. en de rotatie..
D: Ja, dus je doet het met een IFS,....
Dérick: Ja, dat moet toch. .staat er op...
D: en hoeveel contracties, uit hoeveel contracties is hij opgebouwd?
Dérick: één, als je een viertal hebt.
D: Ja, dus dat is eigenlijk een heel simpele. Een contractie. En die contractie is dan, wat heb je daar 
eigenlijk van?
Dérick: Ja, het is een draaiing ten opzichte van het midden,...
D: Ja..
Dérick: .. en een verkleining.
D: Ja, dus je krijgt vergroting van een half, kan dat toch?
Dérick: Nee, eh, 1, 1, v;2, dus het is 2 gedeeld door v;2, geloof ik.
D: 2 gedeeld door v;2, dat is dus v;2 ...
Bob: Een vergroting van 1 delen door v;2 toch?
D: Als je 2 deelt door v;2, dat is eh.. v;2.
Dérick: Oh ja... uche, uche......Ja....ja, nee, als deze helemaal 1 is, dan is het 1 gedeeld door ^ 2, dat bedoel
ik dus.
D: Dus dat is de vermenigvuldigingsfactor?
Dérick: Ja, v;2 tot de min-eende dus..
Bob: Staat netter...
Dérick: Ja, als je hem draait, dan kun je ook die lengte uitrekenen.
D: Deze is dus wel te doen.
Dérick: Die is te doen.
D : En dit is dus één stapj e verder... ehm,..
Dérick: Die zijn wel te maken...
D: Als die nou gedraaid wordt, .hoe zou je hem dan.. hoe zou dan de contractie zijn?
Dérick: Ehm.. ja, 't is ook weer een draaiing..
D: Ja..
Bob: . .ja, 't is weer een verkleining...
Dérick: .. en een verkleining..
Bob: ..m aar dan eh.
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Dérick: ,, .maar die verkleining is wel uit te rekenen.
Bob: .. maar dan minder..
Dérick: .. die plus die is weer een hele.. .hoe reken je dat ook al weer uit? eh.. je weet de hoek voor... deze 
hoek weet je ... als je de draaiingshoek weet dan weet je ook díe hoek..., en je weet díe hoek dan en 
díe hoek...
D: Ja, ja, dan wordt het heel handig om variabelen in te voeren hè? Dus de draaiingshoek, daar moet je 
een naam voor verzinnen, want dan kun je telkens die naam gebruiken om ...
Dérick: Als je het nou over een hoek H... .wat is de hoek dit is dus de H, eh... ik kan niet op de kop teke­
nen. . .deze is dus dan 90 - H ...
D: Wat bedoel je precies met het H? H is het aantal graden van de hoek, de grootte van de hoek..
Dérick: De grootte van de hoek... in graden ja ...
Bob: Je kunt ook a nemen...
Dérick: Ja ik vind H leuk.. .dat maakt toch niet, dat maakt niet uit. En als je die hoek weet,.. .en ja, weet jij 
nog hoe dat ging? Hoe kan je dan die lengte uitrekenen?
Bob: Kijk hier weet je die afstand niet meer..
Dérick: Jawel je weet wel een afstand,...
Bob: Oh wacht je kunt misschien.. .deze helemaal, .ik weet het ook niet meer......
Er wordt nog wat gemompeld, en Bob en Dérick lopen even vast
D: Wat wil je eigenlijk uitrekenen?
Dérick: Ehm,.. de lengte van dit stukje..
D: Dit is deze hoek H ..
Dérick: Nee, je moet díe lengte niet weten, je moet deze lengte weten.
Bob: Maar als je die lengte weet, dan weet je de hele som, dat was de vraag.
Dérick: Het gaat alleen om die lengte.
Bob: Je moet de verkleiningsfactor weten... .als je dat weet, dan weet je ook die, en dan weet je ook die...
Dérick: ..45 graden..
Bob: Dus je moet de hoek en de vergrotingsfactor weten?
D: Ja, waar haal je de vergrotingsfactor uit?
Bob: Die heb je toch gegeven?
Dérick: Nee...
Bob: Die heb je niet gegeven...
Dérick: Die moet je weten, anders kun je niet invullen..
Bob: Oh, ja..
Dérick: Nee dit is de enige variabele, die hoek, dat klopt. .Ik kan niet zo goed tekenen. .Deze is 45 graden, 
dan wordt de verkleiningsfactor , is een half...
D: Nee.
B&Der: Nou, 1 gedeeld door . 2
D: Ja, ja
Dérick: Dat is dan de verkleiningsfactor.
Bob: De vergrotingsfactor is dat toch, 't is niet de verkleiningsfactor.
D: Dit snap ik even niet hoor..
Bob: De verkleiningsfactor van v;2..
D: Dit is de beginfiguur..
Bob: Ja.
D: ... en die verander je, dus in dit geval verklein je hem,...
Bob: En deze delen door . 2 maal vergroot.
Dérick: Ja.
D: Ja, ja...
Bob: En dan hebben we hier een hoek, hier deze is 45 graden, dus die hoek weten we ook, en..
D: Is die al gegeven dan?
Dérick: Maak die ene 32 van, geen 30 omdat die andere dan weer heel simpel is..
Bob: En kunnen we met verhoudingen werken?
Dérick: Nee, volgens mij niet...
Bob: Dan hebben we er nog niks aan.
Dérick: Jawel, .als je een hoek weet dan kun je toch.. .eh..
Bob: Dan moet je ook een zijde weten.
Dérick: Nee, je moet ook één zijde weten.
D: Je vindt, als je dus de gelijkvormige figuren hebt hè, waarbij die ander ontstaat door vergroten of 
verkleinen van de één, dan kun je de factor vinden door dus naar overeenkomstige lijnstukken te 
kijken.
Bob: Ja, maar dat zijn hier die en die...
Dérick: Ehm, dit lijnstuk is dan, eh, dat bedoelt u of niet?
D: Ja, dus je zou kunnen kijken naar deze zijde en die, maar ja, maar dat is dus het probleem, dat je 
deze juist niet kent hè? Dus moet je misschien naar iets anders zoeken.
Bob: De lengte als variabele, en de hoek dat je die moet uitrekenen?
D: Nou, ik zou niet zo snel wisselen, nee.
Bob: Ja, maar als je deze weet, deze weet je sowieso, deze kun je achter komen,
Dérick: Hoe dan, kun je daar achter komen?
Bob: Ja want dan weet je de verkleiningsfactor, maar dan weet je die nog niet..
Dérick: Oh..
Bob: Dan moet je die ook nog weten..
Dérick: Je moet toch op een gegeven moment die lengte uit kunnen rekenen, dat moet toch heel simpel zijn?
Bob: Volgens mij doen we gewoon iets heel simpels fout.
Dérick: Ja.
D: Nou, het is niet zo simpel hoor. Kijk, je merkt dus nou dat je niet rechtstreeks uit de zijde de verklei- 
nings-factor kunt hebben, omdat je deze niet kent.. Ja, en dan moet je er méér in zien dan er getekend 
staat, hè?
Bob: Als je die lijn doortrekt...
Dérick: Nee, je kan deze lijn kan je doortrekken...
Bob: Dan weet je die afstand niet.. .en die wel, en die ook niet..
D: Maar het verband tussen de zijden is niet zo makkelijk te bepalen, dan kun je misschien andere, 
andere,.. .zijn er meer ....
Dérick: Deze misschien, deze misschien, die kunnen we misschien wèl uitrekenen..
Bob: Ja?
D: Dat lijkt me een heel verstandige......
Dérick: Dat is toch gewoon de hoek?
Bob: Nee
Dérick: Dit is deze hoek toch? Als deze dan 1 is, deze en je weet de hoek..
Bob: Ja, dat is het midden ja, maar dan weet je deze niet meer...
Dérick: Jawel want,
Bob: Nee,
Dérick: . .die hoek weet je ook
D: Uw tijd is bijna om, maar....
Dérick: . .ja maar die is 90,
Bob: . .die weet je ook, dat is H die
Dérick: . .deze is door te trekken, tot die ene, en dan weet je die ook..
Bob: Oh, ja, tuurlijk,,daar had ik helemaal niet aan.... deze is 1, dus dan kun je deze uitrekenen...
D: Ja, maar wat heb je aan deze?
Bob: Ja, precies...
D: Déze moet je hebben, en díe.
Bob: Ja, die hebben we, deze is 1, die hebben we ook..
D: Ik denk het niet... deze weet je niet.
Bob: aanliggende delen door de schuine...
D: Nee, want eh...
Bob: ...cosinus.
D: Wat is dan de rechthoekige driehoek, ja als je hier naartoe kijkt..
Bob: Ja, deze. Deze is 90, en deze staat er loodrecht op.. .dan heb je deze 32 dan, en dan kun je de cosinus 
gebruiken, aanliggende delen door de schuine...delen door x is eh, cosinus 32...
Bob: Ja, maar dan heb je deze, maar wat heb je hieraan, als je die weet?
D: Dat is het probleem.
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Dérick: Ja, dat weet ik niet.. .ehm,
D: Maar dat is duidelijk, want, kijk dit stukje, dat lijkt de breedte van die zijde, dat is gewoon de helft 
van die zijde.
Dérick: Ja, dat is de helft van die zijde ja ..
D: Je hebt een vierkant, wat voor een karakteristieke eh..
Dérick: Alle zijden zijn even lang. Wacht effe, deze is natuurlijk ook een half hè? dit stukje...
Bob: Ja?
Dérick: Maar wat je daar nou weer mee kan?
Bob: Ja, natuurlijk, als kan die niet eh...
Dérick: .. .en deze is een half, en dit stukje..
D: Is dít een half?
Dérick: Nee.
D: Is dat de helft van die nieuwe zijde
Dérick: Van die nieuwe... als je die weet, kan je dan díe uitrekenen? Nee, ook niet.
Bob: Je moet díe weten.
Dérick: Ja, dit is eh..
Dérick: We hebben thuis zo in een boek, dan kan ik 't zo opzoeken, ja, maar dat is niet de bedoeling natuur­
lijk?
Bob: Hebben we deze, daar hebben we niks aan hè?
D: Welke?
Bob: Deze.
D: De diagonaal.
Bob: Als je die uitrekent..ik heb een half en dat is een 1.
D: Ja, de diagonaal kun je uitrekenen, en wat zou dan daarmee corresponderen?
Bob: die ligt hier. .ehm wat hebben we daaraan.
Dérick: Wat zei je nou Bob?
Bob: Deze.
Dérick: Volgens mij, dit is geen 1 hoor, dit is een half.
Bob: Jij zei 1
Dérick: Dit is een half, dat staat er ook...
Bob: Nee, dat zet ik er net neer...
Er wordt wat onduidelijk gemompeld
Dérick: Die weet je ook hè?
Bob: ViVl
Dérick: ViVl ?.. ja, ViVl, ja die weet je ..
Bob: Maar nou hebben we deze zijde, wat schieten we daarmee op?... .Oh, wacht even, dat is gewoon de 
helft, dat is gewoon....
Dérick: .. .deze, maar nou hebben we gewoon van het midden naar de hoekpunt, maar wat schieten we daar 
nou mee op???
Dérick: Oh ja, deze is 45 weer, effe wachten, hadden we deze?
Bob: Welke? effe kijken, nee deze was VvJl hè? ehm deze die is niet de helft dus daar kunnen we niks over 
zeggen.
Er volgt wat gekuch, en een bemoedigend mompeltje van de docent...
Dérick: Je moet iets met die diagonaal doen 
Bob: Ja, je moet iets met deze doen...
Dérick: Ja die kun je zo ook uitrekenen, dat is geen probleem. Dit is lh\!2....
De docent sluit nu echt af met de woorden:
D: Maar jullie kunnen verder, jullie kunnen een eindje verder komen. Als je deze factor kunt berekenen 
dan kun je plaatjes tekenen, en dan ben je een heel stuk verder. Nou, veel plezier ermee!
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Tweede protocol: Begeleidingsgesprek met Kees en Jurrien, 13 m aart '96
Na een paar inleidende woorden begint de bespreking, en de docent vraagt of Kees en Jurrien wat gevonden
hadden,,,
Jurrien: Oh ja we hadden toen, eh, ja, inderdaad daar waren we toen mee bezig geweest...
Kees: Ja, we moesten een opdracht van die doen....
D: Nee, meteen met het nieuwe onderzoek.
Kees: Oh, ja ik wou net zeggen, anders werd het een beetje veel.
D: Jullie hebben gekozen voor eh, die spiralen.
Jurrien: Ja, klopt. Eh, daar hadden wij inderdaad..., ja en andere rare dingen dus.
D: Ja
Jurrien: Daar hadden wij toen met die eh, dat je die rare knik daar kreeg.
Kees: Ja, maar dat is wat anders toch dan?
Jurrien: Of was dat die andere?
Kees: Ja, dat was met die eh....
D: Oh, dat programma FUNITER?
Kees: Ja, maar dat hoeft nou niet hè?
Jurrien: Nee, oh nou zit ik het zooitje weer door elkaar te halen.
D: Nee, dan had je daar voor moeten kiezen. Ja, dat kun je nog wel doen, maar.. .je mag één onderwerp 
kiezen, en dan heb je dus twee of drie keer, praten we er een beetje over, en dan moet het toch weer 
rond zijn. Je moet het vooral beperkt houden, anders dan eh...
Kees: Oh, dus het wordt toch een heel klein onderzoek
D: Ja, het is gewoon het derde van een serie.
Jurrien: Oh, ja.
D: Maar goed, hoe zou je van de grond komen met deze dingen?
Kees: Maar, je moet dus de lengte daar proberen te berekenen, en dat proberen te veralgemenen voor alle 
plaatjes eigenlijk...
D: Juist, dat is eh een voor de hand liggende suggestie. Die is wel een beetje aangegeven.
Jurrien: Ja, want dit is, is inderdaad is dit gewoon zeg maar dit stukje en dan draai je het... vierkantje een 
stukje. En kijk dit is eigenlijk gewoon hetzelfde plaatje, alleen hebben ze die hoek iets anders geno­
men denk ik....
D: Ja.
Jurrien: .. .waarom ze dat draaien.
D: 30 graden volgens mij.
Jurrien: Ja, ja, dat zou best wel eens kunnen.
D: Ik weet het wel zeker, ik heb het zelf gemaakt.
Er vliegen wat luchtige opmerkingen over en weer....
D: Maar hoe zou je dan beginnen met het onderzoek?
Kees: Nou, ik zou bijvoorbeeld eerst met één plaatje beginnen, en dan eens kijken of je daar een formule of 
zoiets voor zou kunnen vinden....
D: Ja.
Kees: Bijvoorbeeld voor deze, die is dan niet zo heel moeilijk omdat die, overal de lijnen precies in het 
midden zitten.
Dat je, als je dat gevonden hebt, en ook de limiet en zo, dat je dan gaat kijken, of je andere ook doet 
en zo, zoiets.
D: Oké, en heb je ook dan een idee hoe je de lengte van die spiraal kunt berekenen? Welk wiskundig 
gereedschap daarbij....
Jurrien: Nou ik denk dat je er sowieso al een limiet voor nodig hebt....
D: Ja.
Jurrien: . .onder andere. En dat je dan gewoon op de een of andere manier moet berekenen. Kijk dan zeg je 
bijvoorbeeld bij a,„ dan neem je gewoon voor die 0 neem je dan, denk ik iets waarvan je dus a laat 
afhangen, en dat je dan, dan krijg je een of andere functie... Kijk als je zegt, bij % dan is die lengte 
zoveel,...
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D: Ja,
Jurrien: .. .als je zo'n formule hebt, dat je dan de limiet kunt berekenen.
D: Ja.
Jurrien: En dan kun je gaan kijken gewoon, als je nou zo'n plaatje hebt, kun je gaan bekijken van,.. wat
verandert er nou eigenlijk allemaal? En dan kun je er in gaan betrekken, van,., onder de hoek zoveel 
graden dan krijg ik, de lengte wordt dan zoveel. En volgens mij, ja ik, denk ik denk dus, dat houdt 
dan dat generaliseren in.
D: Ja...
Jurrien: Dan heb je het dus eigenlijk af.
Kees: Nou...
D: Ja, nou,...
Jurrien: Ja, dan kun je nog verder gaan, maar dan heb je ...
D: Dan zijn de mogelijkheden min of meer uitgeput, en zou je misschien, ja dan moet je weer iets anders 
verzinnen, of iets daarmee gaan variëren. Maar goed, als je dan met het eenvoudigste begint, met die 
vierkanten die steeds een slag van 45 graden gemaakt hebben, en dan zou je dus willen uitrekenen: %
+ a, + aj
Kees: Volgens mij zit er gewoon een of andere contractiefactor in,..
D: Ja.
Kees: .. .dat het wel tweedimensionaal is, maar dat de lengte steeds eh, ééndimensionaal kunt zien. Dat je 
dan gewoon een getal hebt, en dan maal die factor en dat je dan de volgende krijgt.
D: En waaruit zou je die factor kunnen bepalen?
Kees: Nou, eh,. .dan neem je een gemakkelijk getal, eh,
Jurrien: Als je dit gewoon eh,...
Kees: Nou gewoon,...
Jurrien: Pak gewoon 1.
Kees: Nee, te makkelijk.. .nee, ja gewoon eh, dit stuk dan, met Pythagoras bereken je de helft, en dan kun 
je de factor bepalen, ten opzichte van die, en dit is dan, dit is dan eigenlijk weer hetzelfde plaatje, 
alleen dan 45 graden gedraaid, of ja, nou ja, enne, ja dan kun je eigenlijk weer net zo goed eigenlijk 
het beginplaatje, alleen is dit dan weer die...
D: Ja, zeker.
Kees: Dus als je maar die ene, als je maar die eerste factor hebt, ja dan....
D: Ja. maar wat voor... dus die a,,, a,, a,, a3, dat is dus een rij,...
Jurrien: Ja.
D: .. .een rij getallen. En je kunt ze in principe, je kunt er een formule voor geven, hè?
Jurrien: Ja, ik denk het wel.
D: Dat heb jij net eigenlijk beschreven.
Kees: Nou volgens mij is het gewoon, als je de a„ hebt, dan gewoon die factor, maal n-tot-de-macht eh, ja, 
waar je dan bent.
Jurrien: Ja, dat is wel erg, dat lijkt me wel erg algemeen. Ik denk datje eerst verder 's gewoon moet gaan 's 
bekijken..
Kees: Ja, als je die factor nou weet, dan..
Jurrien: Ja, je moet wel .(mompel).... factor
D: Hoe kom je aan die factor?
Jurrien: Nou, ik denk niet dat je, ik denk niet dat je in één keer mag zeggen van "het is zo'n soort formule" 
hoor; ik denk dat je eerst verder moet kijken...
Kees: Waarom?
Jurrien: Ja ik denk dat je ...
Kees: Volgens mij kan dat wel, want dit plaatje is eigenlijk hetzelfde als deze, alleen gedraaid.
D: Jij veronderstelt, - even voor de opname - ,dat de formule iets wordt van: % + C
Kees: Ja, nee, nee, dat veronderstel ik niet, want daar heb ik niet goed over nagedacht.
Hilariteit alom...
Kees: Nee, maar eh,..
Jurrien: Nou, ik denk dat je gewoon eens moet uitproberen, ik bedoel, echt gaan berekenen.
Kees: Nou, je kunt in ieder geval wel, de lengte van zulk soort stukje makkelijk berekenen. Nou als je dan
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gewoon,,,
De docent onderbreekt Kees:
D: Als je eerst maar eens de lengte van het eerste stukje hebt: a,,
Kees: Ja, maar daar kun je gewoon een waarde voor nemen,
Jurrien: Voor ao nee, ja misschien.
Kees: Als je nou gewoon deze zijde 1 noemt,,,
Jurrien: Ja, en dan zegje dus: dat is lh . Dus dan is a,, lh.
Kees: En dan is dit ¥2 , V4, 1 /8,.. \n/s, eh gedeeld door 2,
D: y / g gedeeld door 2, dat is dus,,,
reken, reken,,.
Kees: Oh, nee wacht, \!lh  gedeeld door 2, is dan deze,
Jurrien: V, \'lh  ?
Kees: Ja, V2 , lk  plus V4, in het kwadraat,,,
D: Ja, dat is weer,,.
Kees: Ja, dan wordt het dus 1 gedeeld door 2v;2 ,,,
D: Dus ao hoe groot is die?
Kees: Die noemen we 'A.
D: V2 , en a, is dan 1 gedeeld door 2v;2?
Kees en Jurrien beamen dit.
Kees: En dan heb je de factor, en dan kun je steeds,,,
D: De factor is dan?
Jurrien: Die is dan eh,,,
Kees: -mompel,mompel- \ 2, 1 gedeeld door . 2.
D: Ja, en daar is, a2 heb je nou ook dan?
Jurrien: Ja, ,,,,
Kees: 1 gedeeld door v;2, tot-de-macht-2 maal V2 
D: Ja,
Jurrien: Ja en zo heb je dus, dus ja dan is het inderdaad wel een formule met een constante.
Kees: Ja en dan,, ja dit was dan niet goed, maar dat moet je dan nog, dan heb je alleen de lengte van het 
zoveelste stukie,
D: Ja,
Kees: Die moet je dan ook nog in een formule krijgen, dat je ,,,
Jurrien: En al die vorige stukjes, die je steeds erbij optelt,,,
D: Ja, en waar heeft dat mee te maken dan?
Kees: Met de lengte,
D: Ja, maar welke wiskunde?
Kees: Eh, hoe bedoelt u? Wat bedoelt u?
D: Ja, dus hoe kun je nou al die stukjes bij mekaar optellen?
Kees: Ja, van d e .......-onverstaanbaar-
Jurrien: Nee, dan bepaal je, dan heb je ,,,
D: Dan heb je alleen maar de lengte van het zoveelste stukje, en die moet je dan ook nog kunnen optel­
len.
Kees: Oh, zo, Ehm,,,,
-stilte, er wordt hard nagedacht-
Kees: Ja, zoiets dan: a0 + a0-maal-C + a,-maal-C + ...
De docent is nog niet tevreden met dit resultaat, en herhaalt (enigszins spottend):
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D: Ja, ehm,,, a,, + ao-maal-C + a,-maal-C + ... + a2-maal-C...
Jurrien: Eigenlijk wil je dus, eigenlijk zou je dus een femmule,
Kees: FORMULE
Jurrien: Formule wou ik zeggen, dat je dus zegt van ehm,.. .ik heb, dan verander je dus die 0 en die 1 gewoon 
in een n, ik heb an, en dat is dan de lengte. Zo'n soort formule moet je dan... dat is dan de lengte van 
alle geheel, dus van a,,, a,, aj,...
D: Ja, allemaal bij mekaar. De som van de termen van die rij. Ja dat is heel moeilijk, om dat uit te 
rekenen. Daar heb je bijna nog niks van gehad. Alleen als je geluk hebt, dan eh...
Op dit moment begint Kees over zijn problemen hiermee, hulp van een psychiater. Hij weet toch te formuleren 
wat hem dwarszit.
Kees: Als ik nou bijvoorbeeld zoiets, en dan steeds daar de helft van neem, en dat erbij optel, en dan zo, 
wat dan de limiet is?
D: Ja, nou dat is heel makkelijk te berekenen, hè? Omdat dit toevallig een hele rij voor is, eh, rij is, een 
hele bijzondere rij. Die heb je al eerder gehad in deze cursus.
Jurrien: Ja, inderdaad.
Kees: Oh, wacht even...
Jurrien: Eh, nu begint er iets te... er gaat een lampje branden. Ja, er brandt een lampje!!!
Er wordt wat heen en weer gemompeld, de docent geeft een (in eerste instantie verkeerde) hint, over de les 
waarin dit voorkwam, en Kees en Jurrien vinden het bewuste stukje in les 6. Het onderonsje wordt onder­
broken, het college moet beginnen, en de docent legt de bijeenkomst (onder protest van Jurrien) stil.
Bijlage 8: les 1 uit cursus 2
Bijlagen
Iteratie, Chaos & Fractals 
Fractals & Dynamische Systemen
Les 1 
De zeef van Sierpinski 
en de Cantorverzameling
Cursus Hogere W iskunde voor 5 VWO *96-*97 R. Jeurissen, E. Kamerich
Katholieke Universiteit Nijmegen F. Keune, L.v. Schalkwijk
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1 Inleiding
Als je een klein stukje van een ingewikkeld plaatje bekijkt, en je neemt dat stukje klein 
genoeg, dan is dat stukje op zich doorgaans vrij simpel. Neem deze bladzijde: allerlei vor­
men (letters en plaatjes) zijn er op gedrukt, een wirwar van vormen. Maar als je ergens 
een vierkantje van I bij 1 mm bekijkt, heb je goede kans, dat het helemaal w it o f helemaal 
zwart is o f een zwarte baan o f driehoek o f zoiets bevat; een nogal saai plaatje.
Maar je zou ook anders en nog gedetailleerder kunnen kijken: laat licht door het papier 
schijnen, zet de microscoop er op en kijk naar de vezelstructuur van het papier, o f ver­
groot nog verder (misschien met een electronenmicroscoop) en bekijk zelfs de inwendige 
structuur van de vezels. Dan zie je een rijkdom aan vormen.
In de natuur tref je ook vaak zo ’n rijkdom aan vormen aan bij het uitvergroten, zeker in de 
levende natuur. Denk maar eens aan de vormen van bladeren en hun nervenpatroon.
We gaan hier naar wonderlijke wiskundige figuren kijken die ook z o ’n karakter hebben; 
fractals. Typisch voor fractals is, dat ieder klein stukje ervan -h oe klein o o k - rijk aan de­
tails is. Door die gecompliceerde vormen stellen ze wiskundigen voor vaak nog onopge­
loste raadsels. Fractals komen bij allerlei wiskunde als het ware vanzelf te voorschijn. Een 
belangrijk voorbeeld vormen de z.g. Juliaverzamelingen, die later in de cursus aan de orde 
komen.
Figuur I. Een Juliaverzameling
In deze les gaan we zelf twee fractals construeren, die door hun constructie een heel re­
gelmatige structuur hebben, maar waaraan je toch al de wereld van de fractals kunt gaan
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2 De zeef van Sierpinski
We beginnen met een opgevulde gelijkzijdige driehoek in het vlak. Deze verdelen we in 
vier driehoeken door de middens van de zijden te verbinden. Van deze vier driehoeken 
laten we het inwendige van de middelste driehoek weg. We houden dan drie opgevulde 
driehoeken over die elk gelijkvormig zijn met de oorspronkelijke driehoek, half zo groot 
zijn en elkaar twee aan twee in een hoekpunt raken. Met deze drie driehoeken doen we ver­
volgens hetzelfde als met de oorspronkelijke driehoek. Dat levert 9 driehoeken. Daarmee 
doen we wéér hetzelfde. Enzovoorts. Steeds ontstaat er een nieuwe figuur uit de vorige 
door weglating van het inwendige van de middelste driehoekjes. Zie figuur 2.
A A
figuur 2: Stadia in de constructie van de zeef van Sierpinski
De zeef van Sierpinski is de figuur die bestaat uit de punten van de oorspronkelijke drie­
hoek die in geen enkel stadium van dit proces verdwijnen.
Computerplaatjes van de zeef van Sierpinski
Op de voorpagina van deze les zie je een plaatje van de zeef van Sierpin­
ski dat is verkregen met behulp van een computer en een printer. Na een 
aantal stappen worden de driehoekjes die je moet weglaten kleiner dan 
de kleinste punt die de printer kan afdrukken. Het heeft dan geen zin om 
nog meer stappen uit te laten rekenen, je  kunt dan gaan afdrukken.
Waclaw Sierpinski
De zeef van Sierpinski is genoemd naar de belangrijke Poolse wiskun­
dige Waclaw Sierpinski (1882 - 1969), die deze verzameling in 1916 in­
troduceerde. Er is een krater op de maan naar Sierpinski genoemd.
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Terzijde
Om eigenschappen van de zeef van Sierpinski te kunnen beredeneren, 
moeten we deze nog wat precieser beschrijven: als een wiskundig be­
grip, Als je met zekerheid uitspraken wilt doen op basis van wiskundig 
redeneren, dan moet je precies weten, waar je het over hebt. Daarom 
moeten wiskundige begrippen nauwkeurig beschreven worden. Pas dan 
kunnen ze gebruikt worden in stellingen en bewijzen.
3 Definitie van de zeef van Sierpinski
We beschouwen het platte vlak als een verzameling punten. We beginnen de constructie 
met een opgevulde driehoek: een verzameling van punten in het platte vlak, die binnenin 
of op de rand van een gegeven (gelijkzijdige) driehoek liggen. Die verzameling punten 
noemen we S$.
We nemen nu de middens van de zi jden van die driehoek en verbinden die met elkaar. Dat 
levert een driehoek. Alle punten binnen die driehoek (maar niet op de rand ervan) laten 
we weg uit S q. Zo krijgen we drie kleinere opgevulde driehoeken. De verzameling van de 
punten in die drie driehoeken noemen we S\.
Alle punten die in S\ zitten, zitten ook in So, daarom zeggen we dat S i een deelverzame­
ling is van So, en we noteren dat als S\ C Sq. Dat betekent dus: ieder element van S \ is 
element van Sq.
Bij de volgende constructiestap pas je dit procédé toe op elk van die drie opgevulde drie­
hoeken. Dat levert dan 9 opgevulde driehoeken, die samen (als puntenverzameling) S 2  
vormen. Er geldt: 5*2 C S i.
Zo gaan we eindeloos verder. Laten we de verzameling punten die verkregen is na n  con­
struct iestappen Sn noemen. (In figuur 2 zie je Sq, S \ r S 2 en S3.). We hebben dan
So 3 Si D S2 2  * . * 5 Sn 5 Sn + l 2  . . .
De zeef van Sierpinski S  is nu gedefiniëerd als de verzameling van de punten die tot iedere 
Sn behoren:
S  {x | x  is een punt van Sn voor ieder natuurlijke getal n}
Terzijde
Eigenlijk hebben we zo nog niet helemaal vastgelegd, wat de zeef van 
Sierpinski is: we hebben namelijk niet afgesproken, welke begindrie- 
hoek we nemen. In feite doet die keuze niet terzake voor het vervolg, 
het is voor het vervolg zelfs niet van belang of die driehoek gelijkzij­
dig is, maar laten we voorlopig maar even uitgaan van een gelijkzijdige 
driehoek met lengte van de zijdes gelijk aan 1 .
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4 Grondbegrippen: deelverzamelingen en doorsnedes
We hebben in het voorgaande gebruik gemaakt van enkele begrippen, die we niet gede­
finieerd hebben: die vormen een stuk van de basis waarvan we uitgaan (je moet ergens 
beginnen!):
- verzameling, element van een verzameling
- platte vlak, punt
- driehoek, punten binnen een driehoek, punten op de rand van een driehoek 
Voor
x  is element van de verzameling A 
schrij ven we vaak kort:
x  G A
We hebben terloops het begrip deelverzameling ontmoet. Dat begrip gaan we nu ook pre­
cies vastleggen. Laat A  en B  verzamelingen zijn.
(11) Definitie “A is een deelverzameling van D ” betekent:
(iieder element van A is een element van B ”
ln plaats van
A  is een deelverzameling van B  
schrijven we vaak:
A  C B  o f ook wel B  D A  
Als je wilt beredeneren dat een verzameling P  een deelverzameling is van een verzameling 
Q, dan kun je dat volgens de definitie dus (proberen te) doen door te beredeneren dat ieder 
element van P  ook in Q zit.
Iedere verzameling is deelverzameling van zichzelf.
Voor iedere verzameling A  geldt:
A C A
Dat kunnen we nu gemakkelijk beredeneren:
Voor ieder element van A geldt, dat het element van A is.
Dus, als A  C B, dan kan het best zo zijn dat A — B. Het onderste 
streepje in het symbool C wil je hieraan herinneren.
Er is nog een ander begrip, dat hier goed gebruikt kan w'orden.
Laat A  en B  weer verzamelingen zijn.
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(12) Definitie De doorsnede van de verzamelingen A en B  is de verzameling van alle 
elementen die zowel in A als in B  zitten.
De doorsnede van A en B  schrijven we kort als AH B. Volgens de definitie geldt dus:
A D B  :=  {x  | x  e  A en x  E B }
Met behulp hiervan kun je de zeef van Sierpinski ook beschrijven als:
s := So n Si n S2 n s3 n s* n .,.
De stippen op het eind geven aan, datje eindeloos door moet gaan, letterlijk zonder einde.
Voor de doorsnede van “veel” verzamelingen is nog een speciale notatie. Bijvoorbeeld
5
Pl S n := So n Si n S 2  n S 3 n S4 n s5
n=0
Als je eindeloos wilt doorgaan, dan kun je het symbool “oo” voor “oneindig” gebruiken, 
en zo kunnen we de definitie van S  ook geven als:
oo
5  : =  n
n = 0
Toelichting
Eigenlijk is die notatie niet helemaal consequent: je zou kunnen denken 
datje ook n gelijk aan oo zou moeten nemen, dus dat je “tot en met on­
eindig” door zou moeten gaan. Dan zou je dus ook de doorsnede met 
zoiets als moeten nemen. Maar dat kan met: we hebben niet eens 
Soo gedefinieerd. Dat hoeft ook niet: het is alleen maar de bedoeling, 
dat het proces van doorsnede nemen eindeloos, dus zonder einde, door­
gaat.
Voorbeeld van een bewijs
Je ziet vast wel, dat de rand van So deelverzameling is van S. Dat dat 
zo is, kunnen we nu ook precies beredeneren. Daarvoor moeten we be­
redeneren, dat ieder punt op de rand van So in S  ligt.
Neem een punt x  dat element is van de rand van So- 
Bij iedere constructiestap worden alleen maar punten weggelaten, 
die niet op de rand van zo’n driehoekje binnen So liggen, dus x 
wordt nooit punten weggelaten.
Dus x  £ S n voor alle n.
Dan is x  dus ook een element van
Dus x  € S.
We zien dus dat ieder element van de rand van So element is van 
S. Dat is precies watje bedoelt als je  zegt dat die rand een deelver­
zameling is van 5.
Einde van de redenering.
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Bewijs dat twee verzamelingen gelijk zijn
In de volgende opgaven moet je soms bewijzen dat een verzameling A i 
gelijk is aan een verzameling A 2. Dat kun je doen door twee dingen te 
bewijzen:
a. ieder element van A i zit in A 2
b. ieder element van A 2 zit in A\
O p g a v en
4.1
Het resultaat van deze opgave vind je wellicht niet erg spectaculair, maar 
het gaat er hier om, datje oefent met de begrippen die je hier bent tegen­
gekomen en met zorgvuldig wiskundig redeneren; die kennis en vaar­
digheid kun je dan later gebruiken om veel moeilijkere problemen op te 
lossen.
Zij M  een punt in het vlak. Voor i = 1. 2 ,3 , . . .  definiëren we Ci als de opgevulde cirkel
00
met middelpunt M  en straal i .  We definiëren C  :=  n c t .
i= i
a. Bewijs dat M  e  C
b. Bewijs dat {M}  C C
c. Stel dat P  een punt is met P  ^  AI. Bewijs dat P  geen element van C  is.
d. Bewijs dat C  =  {M }
4.2
a. Uit hoeveel opgevulde driehoekjes bestaat 5 n ? (Bedoeld zijn de opgevulde driehoek­
jes, die zo groot mogelijk zijn, bijvoorbeeld voor n — 1 zijn er 3 opgevulde driehoe­
ken, hoewel je natuurlijk best elk daarvan zou kunnen onderverdelen, bijvoorbeeld in 
4 driehoeken: dat is niet de bedoeling.)
b. Hoe groot zijn de zijdes van die opgevulde driehoekjes in S n l
4.3
00
Wat is H  ? Beredeneer je antwoord.
n=7
4.4
a. Geef 2 punten van S  die niet op de rand van Sq liggen.
b. Het linkerhoekpunt van S q noemen we hier O. Is er een punt van S q op afstand minder 
dan van O af, dat niet in S  ligt? Beredeneer je antwoord!
c. Is er een punt op afstand minder dan van O  af, dat niet op de rand van S q maar 
wel in S  ligt?
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*4.5
a. Behoren er lege driehoekjes (dus driehoeken in de normale betekenis: bestaande uit 
drie lijnstukken) tot S I
b. Behoren er opgevulde driehoekjes tot 5?  (Natuurlijk wordt verwacht, dat je je ant­
woord kunt beredeneren.)
*4.6
Laat P  een of ander punt van S  zijn.
a. Is er zeker een punt dat niet in S  ligt op een afstand van minder dan van P I
b. Is er zeker een punt dat in 5  ligt op een afstand van minder dan van P, maar niet 
P  zelf is?
5 Definitie van de Cantorverzameling
De zeef van Sierpinski is een fractal in het platte vlak. We doen nu ééndimensionaal iets 
analoogs.
Figuur 3: Stadia in de constructie van de Cantorverzameling
Begin met het segment [0,1] van de getallenlijn. We noemen dit Cq- Hieruit laten we het 
interval <  i ,  § >  weg. Het deel dat we overhouden noemen we C \. Deze verzameling 
bestaat uit de punten in twee segmenten: [0, | ]  en [ | ,  1], Uit elk van de kleinere segmenten 
laten we weer het middelste derde deel weg, enz.. Zie figuur 3. We krijgen zo een keten
C o 5 C i D C 2 D...Cn D C n+1...
We definiëren nu de Cantorverzameling C: die bestaat uit de punten van die tot elke Cn 
behoren (en dus in geen enkel stadium van dit proces verdwijnen).
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Georg Cantor
De Cantorverzameling is genoem d naar de Duitse w iskundige Georg 
Cantor (1845-1918), een zeer originele denker over fundam entele za­
ken in de wiskunde, i.h.b. de verzam elingen en de reële getallen. Can­
tor introduceerde de naar hem genoem de verzam eling in 1883. 33 jaar 
later zou Sierpinski de Sierpinski zee f introduceren als een variant van 
de Cantorverzameling. In de volgende les zullen w e ook de fundam en­
tele stelling van Cantor over de reële getallen ontm oeten, de z.g. door­
snede stelling. Georg Cantor was hoogleraar aan een kleine universi- 
teit in Halle. Tijdens zijn leven werd hij niet algem een erkend, maar nu 
wordt hij nu beschouwd als één van de grote w iskundigen uit de gesch ie­
denis. Er is geen krater op de maan naar hem genoem d.
Opgaven
5.1
G een van de eindpunten van de segm enten wordt in de loop van het constructieproces w eg­
gelaten. D eze behoren dus tot C. N oem  de eindpunten van de deelsegm enten van C 3 die
nog niet in een eerder stadium zijn opgetreden.
5.2
Uit hoeveel segm entjes is C 7 opgebouwd? En algem ener Cnl
5.3
a. Bestaat er een segm ent van de vorm [0, i] met i  /  0 dat helemaal in C  ligt?
b. Bestaat er een segm ent van de vorm [5 , t] met s /  t dat helemaal in C  ligt?
230 Onderzoekend Wiskunde Leren
6 Adressen van elementen van de Cantorverzameling
Voorde lijnstukjes die in elk stadium van het constructieproces van de Cantorverzameling 
optreden kunnen we een adresseringssysteem maken:
C,
C2
L R
c r
LL LR RL RR
_ j  cc _ j  cc —i oi
cc cc -J —i cc cc
_ i  _ j cc cc cc cc
Figuur 4. Adressen en de Cantorverzameling
Co bestaat uit het segment [0,1]. Van de twee segmenten waaruit C\ bestaat, krijgt het lin­
ker het adres L en het rechter het adres R.
Door uit deze twee segmenten weer het middelste derde deel weg te laten onstaat C2, be­
staande uit vier segmenten met respectievelijk de adressen LL, LR, RL en RR.
Voor C 3 hebben we adressen nodig van drie letters, voor Cn adressen bestaande uit een 
rijtje van n  letters L of R dat je van links naar rechts moet lezen om te weten bij welk 
segment het hoort. Een segment van C 17 dat in het segment met adres RLLRL van C5 
ligt, heeft een adres met 17 letters dat begint met RLLRL.
Voor de punten van de Cantorverzameling C zelf zijn adressen van eindige lengte niet toe­
reikend: elk eindig rijtje hoort bij een segment dat nog oneindig veel punten van C  bevat. 
Aan elk punt van C  kennen we nu als adres een oneindige rij van L en R ?en toe zó dat 
voor elke n geldt dat de eerste n  letters het adres vormen van het segment van Cn waarin 
het punt ligt.
Opgaven
6.1
Elk punt dat in enig stadium van de constructie van C  randpunt is van één van de lijn­
stukjes van Cn , behoort tot C. Voorbeelden zijn ^  en Geef van elk van deze drie 
voorbeelden het adres.
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6.2
a. Van welk punt is het adres LRLLLLLLLLL... ?
b. Van welk punt is het adres LRRRRRRRRRR... ?
6.3
Als je  twee adressen krijgt van elementen van C, kun je daaraan dan zien welk element het 
kleinste (getal) van de twee is? Zo ja, hoe?
6.4
Zijn er twee elementen van de Cantorverzameling met hetzelfde adres? Natuurlijk wordt 
verwacht, datje  je antwoord beredeneert.
6.5
Kunnen twee verschillende adressen hetzelfde element aanwijzen?
7 Adressen voor de zeef van Sierpinski
Figuur 5: Adressen in de zeef van Sierpinski
Voor de driehoekige gebieden in elke stap van de constructiefase van S  kunnen we ook een 
adresseringssysteem bedenken, nu met drie letters, T, L en R (voor top, links en rechts). In 
figuur 5 is de driehoek TLR van S 3 getekend.
Opgaven
7.1
a. Elk punt dat op de rand van één van de driehoeken uit enige Sn ligt, behoort zeker tot 
S. Welk adres heeft de top van So ?
b. Waardoor worden de adressen van de rechterrand van S q gekenmerkt?
c. Waardoor worden adressen van randpunten in het algemeen gekenmerkt?
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d. Waardoor worden adressen van hoekpunten van driehoeken (uit enig tussenstadium ) 
gekenmerkt?
e. Som m ige punten van S  hebben twee verschillende adressen. W elke punten zijn dat? 
Hoe zien die twee adressen er dan uit?
*7.2
A ls je  het vtak draait over 120 graden om het middelpunt van 5o , dan is het beeld van S q 
weer So, het beeld van S \  is weer S i,  algem een, het beeld van S n is weer S n voor iedere 
n , dus ook het beeld van 5  is S. N oem  die draaiing D.
a. Hoe maak je uit het adres van een punt P  G S  het adres van F( P)  ?
b. Hoe maak je uit het adres van een punt P  G S  het adres van F ( F ( P ) )  ?
c. H oe maak je uit het adres van een punt P  €  S  het adres van F ( F ( F ( P ) ) )  ?
Samenvatting
In het schooljaar 1994-1995 heeft de vakgroep wiskunde van de KUN voor de eerste keer een cursus 
gegeven bestemd voor leerlingen van 5 VWO met interesse en aanleg voor wiskunde en informatica. 
Als onderwerp werd gekozen 'fractals en dynamische processen'. De cursus besloeg 14 lesmiddagen 
van 2 uur, plus het nodige huiswerk. De cursus had de volgende doelstellingen:
a. de leerlingen inwijden in de wiskunde achter 'fractals';
b. de leerlingen leren bewijzen;
c. de leerlingen een indruk geven van datgene wat er bij een wiskundestudie, en in bredere zin ook 
bij een exacte studie, van studenten wordt gevraagd.
Ook in de daaropvolgende schooljaren is er zo'n cursus gegeven, onder de naam 'Hogere Wiskunde 
voor leerlingen van 5 VWO'. Deze cursussen boden een uitstekende gelegenheid voor didactisch 
onderzoek. UNILO, de lerarenopleiding van de KUN, bood mij de faciliteiten om dit onderzoek te 
realiseren. In dit onderzoek, dat de titel 'Onderzoekend Wiskunde Leren' kreeg, heb ik me uitslui­
tend op doelstelling b. gericht. Het onderzoek heeft betrekking op de eerste drie schooljaren waarin 
'Hogere Wiskunde' werd gegeven. Het eerste jaar werd beschouwd als aanloopjaar, bedoeld om de 
wiskundelijn van de cursus te ontwikkelen, een goede didactische aanpak te vinden en om de ergste 
kinderziekten te overwinnen. Ook is in dit eerste jaar begonnen aan de ontwikkeling van twee 
computerprogramma's - 'IFS-laboratorium' en 'Funiter' - ter ondersteuning van het lesmateriaal en 
om de leerlingen de gelegenheid te bieden zelf met de theorie te experimenteren. In de navolgende 
jaren werden deze computerprogramma's verbeterd en uitgebouwd. De twee cursussen volgend op 
de aanloopcursus, in de schooljaren, '95 - '96 en '96 - '97, waren het eigenlijke object van dit onder­
zoek. In het vervolg duid ik deze aan als respectievelijk cursus 1 en cursus 2.
Mijn onderzoek is te karakteriseren met de Van Hiele-niveaus en in de terminologie van Wellen- 
reuther. Van Hiele onderscheidt in wiskunde, maar ook in andere wetenschappen, het visuele, het be­
schrijvende en het theoretische niveau. Wellenreuther benoemt vier typen didactisch onderzoek: 
diagnostisch, beschrijvend, experimenteel en ontwikkelingsonderzoek. Wellenreuther pleit voor 
"Methodenpluralismus", door deze vormen van onderzoek op elkaar af te stemmen en elkaar te laten 
aanvullen. Mijn onderzoek is een samenspel van ontwikkelingsonderzoek, beschrijvend onderzoek en 
experimenteel onderzoek. De eerste twee spelen zich af op het beschrijvende Van Hiele-niveau in de 
didactiek der wiskunde, het experimentele onderzoek kan worden geplaatst op het theoretische Van 
Hiele-niveau.
In mijn onderzoek zijn de volgende aspecten aan de orde gekomen:
- afbakenen van het begrip 'bewijzen';
- studie naar ervaringen met onderwijs in leren bewijzen;
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- kiezen, uitvoeren en verder ontwikkelen van een aanpak om de leerlingen te leren bewijzen;
- evalueren van de resultaten van die aanpak.
Uit literatuurstudie naar ervaringen met onderwijs gericht op leren bewijzen, komt naar voren dat de 
wijze van opschrijven van een bewijs voor het leren bewijzen niet doorslaggevend is. Wezenlijk lijkt 
dat bewijzen voor leerlingen een zin-en-betekenisvolle bezigheid is, en niet een loos ritueel. Een 
benadering waarin bewijzen is opgenomen in een groter geheel van vermoedens uiten, proberen deze 
te bewijzen of te weerleggen, en op de resultaten hiervan verder bouwen, lijkt meer resultaat op te 
leveren. In cursus 1 en cursus 2 hebben wij dan ook in drie ronden de leerlingen ruimschoots de 
gelegenheid geboden eigen onderzoekjes te doen, met het doel te leren bewijzen. Het streven bewij­
zen voor leerlingen zin en betekenis te geven, is in wezen een constructivistische benadering van 
onderwijs. Na een oriëntatie in de literatuur op het gebied van constructivisme in wiskundeonderwijs, 
kon ik mij het best vinden in de opvattingen van Nakahara & Koyama, verbonden aan de Universiteit 
van Hiroshima, het 'assentive constructivism'. De principes van deze vorm van constructivisme 
hebben betrekking op zelf bouwen van eigen wiskundekennis door leerlingen, in samenspraak met 
medeleerlingen en docenten. Daardoor ontstaat, naar men aanneemt, individuele kennis ingebed in 
groepskennis; doordat de docent de gemeenschap vertegenwoordigt, zal die groepskennis ook passen 
in de gangbare wiskunde. De middelen waarmee de individuele kennis en de groepskennis worden 
gevormd, zijn individuele reflectie en constructief groepsoverleg dat erop gericht is met elkaar te 
komen tot overeenstemming en afspraken. (Dat verklaart de toevoeging 'assentive'; immers 'to 
assent' betekent 'instemmen met'.) De docent beperkt zich tot procesbewaking en sturing op afstand 
door de keuze van leerstof en werkwijze. Nakahara & Koyama presenteerden hun opvattingen in een 
lezing in de 'topic group' van het ICME in Sevilla die gewijd was aan het constructivisme. Daarin 
gaven ze ook een 'lesprocesmodel' dat als als kader kan dienen voor de voorbereiding van lessen 
volgens een constructivistische benadering. Dit model bestaat uit de volgende fasen van onderwijs- 
leer-activiteiten:
1. Vertrouwd raken met het onderwerp.
2. Experimenteel onderzoek doen.
3. Met elkaar praten over de bevindingen van het onderzoek en overleggen over aanvullende 
experimenten.
4. Zelf nadenken over watje eruit kunt leren.
5. Met elkaar tot overeenstemming komen en beslissen wat voortaan als vaststaand wordt aange­
nomen.
Deze fasen zijn te herkennen in de structuur die wij in cursus 1 en cursus 2 aan het leerlingonderzoek 
hebben gegeven. Wij hebben het leerlingonderzoek gemodelleerd naar de werkwijze van universitaire 
onderzoekers: brainstorm, symposium, schriftelijk verslag. Tijdens de brainstorm krijgen de leerling­
en de gelegenheid vertrouwd te raken met het onderzoeksgebiedje en ermee te experimenteren. Door 
het uitspreken van de vermoedens die uit de experimenten naar voren komen, delen zij hun bevindin­
gen met elkaar en stimuleren ze elkaar om op zoek te gaan naar een bewijs daarvoor. In het symposi­
um leggen ze elkaar die bewijzen voor en leveren ze kritiek. Het schrijven van een verslag tenslotte 
zet de leerlingen aan tot reflectie. De leerlingen hebben in het algemeen met overgave en voldoening 
hun onderzoek gedaan en deze activiteit als zinvol ervaren. Het symposium stelde eisen die ze van de
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wiskundelessen op school niet kenden; ze vonden het spannend en maakten er veel werk van. Met 
name de symposia waren een verrijking voor de cursussen.
Het leerlingonderzoek was niet de enige weg waarlangs we hebben geprobeerd de leerlingen te leren 
bewijzen. Ook met het lesmateriaal en in de lessen zelf is dit doel nagestreefd, door de wiskunde op 
een heldere manier te brengen en bewijzen niet uit de weg te gaan. In de hedendaagse onderwijskun­
dige terminologie kun je zeggen dat we hebben geprobeerd een krachtige leeromgeving te scheppen 
die erop gericht is de leerlingen te leren bewijzen.
De hoofdvraag die in dit onderzoek aan de orde is, luidt:
Is de leeromgeving die wij met de cursus 'Hogere Wiskunde voor leerlingen van 5 VWO' hebben 
gecreëerd met het doel de leerlingen te leren bewijzen, zo krachtig dat dat doel inderdaad bereikt 
wordt?
Deze hoofdvraag is geoperationaliseerd tot twee deelvragen. De eerste heeft betrekking op het 
leerlingonderzoek, omdat dat het middel bij uitstek is waarmee we het doel 'leren bewijzen' hebben 
nagestreefd. De vraag luidt:
Brengt het leerlingonderzoek de leerlingen ertoe dat ze zich bekwamen in het bewijzen?
Deze deelvraag leidt tot het beschrijvende onderzoek dat ik in de hoofdstukken 5 en 8 heb weer­
gegeven. De tweede deelvraag heeft betrekking op het experimentele onderzoek. Deze luidt:
Blijkt uit het experimentele onderzoek dat de leerlingen vooruitgang geboekt hebben in het 
bewijzen, die is toe te schrijven aan de leeromgeving van de cursus 'Hogere Wiskunde'?
Voor de beschrijving en de analyse van het leerlingonderzoek heb ik, op basis van het theoretisch 
kader dat ik in hoofdstuk 3 heb aangebracht, 5 parameters gekozen. Deze zijn:
1. scheiding tussen leefwereld, wiskunde en representaties;
2. zin en betekenis van bewijzen;
3. bewijzen en lokale ordening;
4. vorming van vaktaal;
5. bewijzen binnen onderzoek.
Ten behoeve van het experimentele onderzoek heb ik een controlegroep geformeerd, bestaande uit 22 
leerlingen uit 5 VWO, afkomstig van verschillende scholen uit de regio Nijmegen, allemaal met een 
uitstekend overgangsrapport naar 5 VWO - het gemiddelde van de totale rapportgemiddelden van 
deze leerlingen is 7,95 - en met een gemiddeld wiskundecijfer van 8,48. Deze controlegroep heb ik 
in mijn proefschrift aangeduid als C. Daarnaast zijn er twee experimentele groepen, namelijk E l, 
bestaande uit die deelnemers van cursus 1 die actief aan het merendeel van de lessen en aan het 
leerlingonderzoek hebben deelgenoemen, en E2, de overeenkomstige groep leerlingen uit de deelne­
mers aan cursus 2. Er zijn in feite twee experimenten gedaan. Het eerste betrof de groepen C en E l, 
het tweede de groepen C en E2.
Uit het beschrijvend onderzoek bij cursus 1 kwam naar voren dat de leerlingen in staat zijn tot 
verdienstelijke onderzoekjes. Sommige leerlingen hebben zelfs uitstekend werk afgeleverd. Ook laten
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de analyses zien dat er ten opzichte van elk van de vijf parameters tekortkomingen zijn. In de 
geanalyseerde fragmenten komt reflectie op de geleverde bewijzen en daarmee op de eventuele 
tekortkomingen daarvan niet expliciet aan de orde. Dit leidt tot het sterke vermoeden dat het leerling - 
onderzoek in cursus 1 aan de leerlingen wel mogelijkheden heeft geboden zich te bekwamen in een 
aantal belangrijke aspecten van bewijzen, maar dat deze mogelijkheden onvoldoende zijn benut.
Voor het experimentele onderzoek bij cursus 1 hebben de groepen C en E l voorafgaand aan de eerste 
cursusmiddag, in september, een voortoets gemaakt en na de laatste cursusmiddag, in mei, een 
natoets. Daaruit bleek dat E l niet significant meer progressie had geboekt dan C.
Op basis van het beschrijvend onderzoek en het experimentele onderzoek bij cursus 1 hebben we 
besloten de cursus op een aantal punten aan te passen:
- we hebben ervoor gezorgd dat het leerlingonderzoek beter aansloot bij de lesstof;
- tijdens sommige lessen is aandacht besteed aan een enkel bewijsschema;
- in de onderzoeksrondes werden tussenbesprekingen ingelast, waarin de docent de leerlingen op 
weg hielp door
- te demonstreren hoe je van een vaag vermoeden kunt komen tot een wiskundig verifieerbaar 
vermoeden;
- een voorbeeld te geven van een onderzoeksverslag waarin het lagere en het hogere niveau 
van wiskunde bedrijven beide hun weerslag vinden en waarin de lokale ordening structureel 
is opgenomen;
- de nadruk te leggen op vervolgvragen met het doel de onderzoekende houding van de leer­
lingen een impuls te geven.
Deze aanpassingen waren succesvol. Niet alleen bleek in het beschrijvend onderzoek bij cursus 2 dat 
leerlingen aandacht kregen voor het bewijzen zelf. Ook uit het experimentele onderzoek bij cursus 2 
bleek dat E2 op de ene gemeten factor significant beter en op de andere bijna significant beter 
scoorde (ten opzichte van het 5% niveau) dan de controlegroep C.
Naast een flink aantal conclusies op het beschrijvende niveau, voortvloeiend uit het beschrijvend 
onderzoek bij de cursussen 1 en 2, trek ik uit het experimentele onderzoek de volgende conclusie:
In een cursus zoals die van de vakgroep wiskunde aan de KUN, bestemd voor leerlingen van 5 VWO 
met aanleg en interesse voor wiskunde, kun je de leerlingen leren bewijzen wanneer je
- zorgt dat bewijzen zin en betekenis krijgt voor de leerlingen doordat deze zelf onderzoekjes doen 
op de wijze waarop dat in de cursussen 1 en 2 is georganiseerd;
- de leerlingen steun, duidelijkheid en structuur biedt en daarmee de aandacht van de leerlingen 
richt op het bewijzen zelf.
Summary
During the school-year 1994-1995, the Department of Mathematics of the KUN organised for the 
first time a course intended for pupils of 5 VWO who showed both an interest in and an aptitude 
for mathematics. This course had "fractals and dynamic processes" as its subject. It comprised 14 
afternoon lessons of 2 hours each, with additional necessary homework. The course had the follo­
wing aims:
a. to familiarize the pupils with the mathematics behind "fractals";
b. to teach the pupils how to prove;
c. to give the pupils some impression of what the requirements are for students of mathematics and 
of science studies in a more general sense.
Similar courses followed in subsequent school-years, and were called "Hogere Wiskunde voor 
leerlingen van 5 VWO". These courses offered excellent opportunities for didactical research. UNI- 
LO, the Teachers Training Department of the KUN, offered me the facilities to realize this research. 
In this research, which I have given the title "Onderzoekend Wiskunde Leren", my focus has been 
exclusively on aim b.
The research relates to the first three school-years in which "Hogere Wiskunde" was taught. The 
first year was considered a preamble, with the intention of developing the mathematical approach of 
the course, of finding an adequate didactical approach and of overcoming the most serious growing 
pains. Moreover, this first year witnessed the start of the development of two computer programs - 
"IFS-laboratorium" and "Funiter" - which supported the teaching material and enabled the pupils to 
experiment with the theory themselves. These computer programs were improved and extended in 
the following years. The two courses which followed the preamble, during the school-years 1995­
1996 and 1996-1997, constitute the real subject of this research.
Henceforth they will be referred to as course 1 and course 2 respectively.
My research can be characterized with the Van Hiele-levels and in the Wellenreuther terminology. In 
mathematics as well as in other sciences, Van Hiele distinguishes the visual level, the descripttive 
level and the theoretical level. Wellenreuther recognizes four types of didactical research: 
diagnostic, descriptive, experimental and development. Wellenreuther is in favour of "Methoden­
pluralismus", by linking up these forms of research and making them complementary to each other. 
My research is a combination of development research, descriptive research and experimental 
research. The first two take place on the descriptive Van Hiele-level in the didactics of mathematics, 
the experimental research can be placed at the theoretical Van Hiele-level.
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In my research the following aspects have been dealt with:
- marking out the concept of "proving";
- studying experiences in learning-how-to-prove tuition;
- selecting, implementing and developing approaches of teaching pupils how to prove;
- evaluating the results of those strategies.
From literature studies concerning experiences with tuition aimed at learning how to prove, it 
appears that the way of writing down a proof is not conclusive for learning how to prove. It seems 
essential that proving should be a senseful and meaningful act, not an empty ritual. An approach in 
which proving has been included in a larger structure of expressing conjectures, of trying to prove or 
refute these conjectures and of proceeding on subsequent results seems to be more successful. 
Consequently, in courses 1 and 2 we have, in three cycles, offered the pupils ample scope to investi­
gate on their own, with the aim of learning how to prove. Endeavouring to provide pupils with sense 
and meaning in proving is essentially a constructive approach of tuition. After an orientation in 
literature concerning constructivism in mathematical education, I could fully agree with the ideas of 
Nakahara & Koyama of Hiroshima University: "assentive constructivism". The principles of this 
form of constructivism are a self-generated mathematical knowledge by pupils, in dialogue with 
fellow-pupils and teachers. One may consequently assume the origin and growth of individual 
knowledge embedded in collective knowledge; since teachers represent the community, it is obvious 
that this collective knowledge should not be in disharmony with generally accepted mathematics. The 
tools with which individual knowledge and collective knowledge are formed, are individual reflection 
and constructive group discussions, aimed at reaching mutual agreements and arrangements. (This 
explains the addition "assentive"; "to assent" is synonymous with "to agree"). The teacher's role is 
limited to process monitoring and remote guidance by choosing tuition subject and method. Nakahara
& Koyama presented their ideas in a lecture in the "topic group" of the ICME in Sevilla which had 
constructivism as its subject. During the lecture they introduced a "lesson-process-model" which may 
serve as a framework for the preparation of lessons in line with a constructivistic approach. This 
model consists of the following stages of teaching-learning-activities:
1. Becoming familiar with the subject.
2. Carrying out experimental investigations.
3. Discussing the outcome of the investigations and additional experiments.
4. Reflection on what can be learned from this.
5. Reaching mutual agreements and decisions on what henceforth will indisputably be accepted.
These stages are recognizable in the way we have structured pupil investigation both in course 1 and
2. We have modelled pupil investigation after the method of university reseachers: brainstorm, 
symposium, written report. During the brainstorm the pupils were enabled to familiarize themselves 
with the area of investigation and to experiment with this. By disclosing conjectures which emerged 
from the experiments they shared their findings and there was mutual stimulation to look for proofs. 
During the symposium those proofs are offered for inspection to fellow pupils and critically assessed. 
Finally, writing a report was a stimulus for reflection. Generally speaking, the pupils have carried 
out their investigations whole-heartedly and with satisfaction and they have experienced these
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activities as worthwile. The demands during the symposium were unlike those of mathematics lessons 
at school; they thought the activities exciting and showed extra application. The symposia turned out 
to be valuable assets to the courses.
Investigation by the pupils has not been the only road along which we have tried to teach pupils how 
to prove. This aim has also been pursued by the teaching material and by the very lessons, by 
presenting mathematics in a lucid way and by not evading proofs. Making use of current educational 
terminology one could say that we have tried to create a rich learning environment aimed at teaching 
pupils how to prove.
The main question which comes up for discussion in this research is:
Is the learning environment we have created with the course "Hogere Wiskunde voor leerlingen 
van 5 VWO", with the aim of teaching pupils how to prove, sufficiently powerful for this aim to 
be realized?
This main question has been operationalized into two sub-questions. The first relates to investigation 
by pupils, since this pre-eminently constitutes the tool with which we have pursued our aim of 
"learning how to prove". The question is:
Will investigation by pupils eventually lead pupils to acquire skills in proving?
This sub-question has resulted in the descriptive research that has been shown in chapters 5 and 8. 
The second sub-question relates to experimental investigation. It is as follows:
Does experimental investigation show that pupils have progressed in proving, and can their 
progress be attributed to the learning environment o f the course "Hogere Wiskunde"?
Five parameters have been selected for the description and analysis of investigating by pupils and 
they have been based on the theoretical framework which has been shown in chapter 3. The parame­
ters are:
1. distinguishing the surrounding world, mathematics and representations;
2. sense and meaning of proving;
3. proving and local ordering;
4. creating a professional language;
5. proving within investigation.
For the benefit of the experimental research a reference group has been set up, consisting of 22 
pupils of 5 VWO from various schools in the Nijmegen area, all having excellent final term reports 
for 5 VWO - the average of the total report averages of those pupils being 7.95 - and scoring 8.48 
average for mathematics. In my thesis this reference group has been referred to as C. Besides this 
group there are two experimental groups, viz. E l, made up of participants of course 1 who actively 
took part in the greater part of the lessons and in investigating activities, and E2, a similar group of 
pupils selected from participants of course 2. In fact, two experiments have been carried out. The 
first involved groups C and E l, the second groups C and E2.
From the descriptive research in course 1 it appeared that the pupils are able to carry out small but
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nevertheless creditable experiments. Some pupils have even come up with excellent results. Moreo­
ver, analyses show certain slight defects regarding each of the five parameters. In the fragments 
which have been analyzed reflection on the proofs offered and on their possible shortcomings has not 
been discussed explicitly. We can only strongly surmise that on the one hand pupil investigation in 
course 1 did in fact enable pupils to skill themselves in several major aspects of proving, but, on the 
other hand, that the possibilities have not exhaustively been made use of.
For the experimental research in course 1, groups C and E l were submitted to a pre-test in Septem­
ber, preceding the first afternoon classes and to a post-test in May, after the final afternoon of the 
course. From the tests it appeared that E l had not made significantly more progress compared to C.
On the basis of the descriptive as well as the experimental research in course 1 we decided to modify 
the course on various points:
- care has been taken to improve the link-up between pupil investigation and course material;
- during some lessons attention was paid to a proving scheme;
- during the investigation cycles, additional discussions were inserted, in which the teacher aided 
the pupils by
- demonstrating how to arrive at a mathematically verifiable conjecture, starting from a vague 
conjecture;
- giving an example of an investigation report in which both the lower level and the higher 
level of mathematical activities are to be found and in which local ordering has structurally 
been included;
- emphasizing sequel questions aimed at stimulating the investigating attitude of the pupils.
These modifications proved successful. It can be concluded from the descriptive research that pupils 
were increasingly becoming interested in proving as such. But there was more. The experimental 
research in course 2 showed that E2 scored significantly higher on one measured factor and almost 
significantly higher on the other one (with respect to the 5 % level) than reference group C.
Besides a large number of conclusions at the descriptive level, resulting from the descriptive research 
in courses 1 and 2 I draw the following conclusion from the experimental research:
In courses similar to the one organized by the Department of Mathematics of the KUN, intended for 
pupils of 5 VWO with an aptitude for and an interest in mathematics, pupils can be taught how to 
prove when
- pupils are made to realize that there is sense and meaning in proving by letting them carry out 
their own little investigations along the lines laid out in courses 1 and 2;
- pupils are offered support, lucidity and framework by which the pupils' attention is focused on 
proving as such.
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Curriculum vitae
Lodewijk van Schalkwijk, geboren 20 april 1946 te Oosterbeek.
Na het behalen van het diploma gymnasium-p, in 1963 aan het Katholiek Gelders Lyceum te Arnhem 
en een jaar studie economie aan de Economische Hogeschool te Tilburg, heb ik vanaf 1964 wiskunde 
gestudeerd aan de Katholieke Universiteit Nijmegen. Belangrijke momenten waren het behalen van 
het kandidaats in 1967, het diploma MO-b in 1970 en het doctoraal in 1972.
Met ingang van het schooljaar 1970-1971 werd ik benoemd als leraar wiskunde voor een volledige 
lestaak aan het Sint Chrysostomuslyceum te Boxmeer, het latere Elzendaalcollege. Per 1 augustus 
1976 werd ik in deeltijd (0,4 weektaak) aangesteld bij de Katholieke Universiteit Nijmegen, als 
medewerker ten behoeve van de lerarenopleiding wiskunde. Tegelijkertijd werd mijn betrekking in 
Boxmeer tot 18 lessen teruggebracht. Toen in 1988 de lerarenopleidingen van de KUN werden 
gebundeld in het Universitair Instituut voor de Lerarenopleiding (UNILO) heb ik daar mijn werk­
zaamheden aan de universiteit voortgezet als didacticus wiskunde. In augustus 1994 kreeg ik de 
gelegenheid mijn aanstelling bij UNILO uit te breiden met het doel didactisch onderzoek te verrich­
ten. De uitbreiding werd mogelijk gemaakt door detachering vanuit het Elzendaalcollege. Dit 
onderzoek heeft geleid tot mijn proefschrift.
Stellingen
Freudenthal over Gal'perin 
Freudenthal over constructivisme
Tweede boek van Van Hiele. De niveautheorie is ambivalent; enerzijds past Van Hiele die toe intern 
binnen wiskunde, in later werk beweegt deze zich op de scheiding van leefwereld en wetenschap.
In plaats van schoksgewijze, afgedwongen vernieuwing evolutie van binnen uit, gelijdelijke ontwik­
keling, bijvoorbeeld
- Chrysostomusdag
- mengvormen zoals de cursus 'hogere wiskunde'
- promotieonderzoek door ervaren leraren
stelling van Bottema. Stelling 15 kan, dank zij CABRI, ook visueel aanschouwelijk worden bewezen, 
met puntvermenigvuldiging en gelijkvormigheid, gelijkstandigheid.
De overbemeten aandacht voor zelfstandig leren dringt andere didactische aandachtspunten, zoals 
leren probleemoplossen, leren van wiskundige vaardigheden met inzicht, leren wiskunde toepassen, 
ten onrechte naar de achtergrond
Bij de ontwikkeling van werkvormen voor zelfstandig leren verdienen juist klassikale werkvormen de 
aandacht, die gericht zijn op het expliciet verwoorden van vaardigheden behorende tot de 'hogere 
onderwijsdoelen'.
